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Ez a jegyzet non-profit oktatasi és kutatasi célokra szabadon félhasznalhaté és terjeszthetd az eredeti szerzé és
esetleges médositas esetén azok egyértelm megjelblése mellett. Minden mas céld, kiilbnésen az anyagi
haszonszerzéssel jaré felhasznalas csak a szerzd elézetes irasbeli engedélyével lehetséges.

A jegyzetrdl

Ez ajegyzet A Foldtudomany BSc-n bevezetett Matema-
tika a térképészetben cimi targy el6adasainak kivonatat
tartalmazza. Az egyes el6adasok anyagat egy-egy oldalpa-
ron lehet attekinteni.

A tantargy célja a hallgatok kozépiskolaban szerzett ma-
tematikai ismereteit foleleveniteni és elmélyiteni, hogy a
késébbi kurzusokon a hallgaték mar rutinszertien ismer-
jék a sziikséges fogalmakat, 0sszefiiggéseket.

A tananyag harom ismeretkort fejt ki négy-négy el6-
adasban, melyek egymashoz csak lazan kapcsolddnak.
Az els6 részben trigonometriai, koordinata-geometriai és
vektorszamitassal kapcsolatos ismeretekre tesziink szert.

Ennek célja, hogy a felméréstani, vetiilettani és dombor-
zattani témaban meghirdetett kurzusokon a hallgaték
felkésziilten vehessenek részt.

A jegyzet masodik nagy ismeretkorében a kartografia
sziikséges $§tatisztikai eszkozkészletébdl kapunk kostolot.
Ennek a résznek a célja els6sorban a tematikus kartogra-
fiaban oktatott Statisztikai modszerek elméleti megalapo-
zasa.

Az utolsé nagy egységben a képfeldolgozas mogott allo
matematikai 0sszefliiggésekre dertl fény. Ezek elsédlege-
sen a fotogrammetria és tavérzékelés teriiletén hallgatott
targyaknal lesznek hasznosak.
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Elsé el6adas

Sikharomszoégtan

l.1. Szo6gfliiggvények

Vegyiink egy egységsugaru kort az origbban, és egy o
szoget, amelynek egyik szdra az x tengely pozitiv fele,
és amelyet az y tengely pozitiv felének iranyaban tekin-
tink pozitivnak! A masik szogszar és a kor metszéspont-
janak y koordinatajat ¢ szinuszanak, x koordinatajat ko-
szinuszanak nevezzuik (I.1. abra).
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a) Egységkorben b) Derékszogii haromszogben

I.1. abra. Szogfiiggvények

Az abrardl leolvashato, hogy a szinusz paratlan, a ko-
szinusz pedig paros fiiggvény (hiszen 6-t az x tengelyre
tikrozve csak az y koordinata valt elGjelet):

sin(—o6) = —sin¢d cos(—0) =coso

A szogfiiggvényeket leggyakrabban derékszogti harom-
szogek szogeire alkalmazzuk. Ha egy egységkorbe rajzolt
derékszogli haromszoget c-szeresre nagyitunk, akkor a
b) abrarészen lathat6é derékszogli haromszogre sina =
= a/c; cosa = b/c. Idénként hasznaljuk még a tga =
=sina/cosa = a/b és &ga = cosa/sina = b/a szogfugg-
vényeket is.

El6fordul, hogy magat a szoget nem ismerjik, csak vala-
melyik szogfiiggvényének értékét. Ilyenkor a szogfiiggvé-
nyek inverzeit hasznaljuk; jeliik rendre arcsin x, arccos x,
arétgx és arcétgx.

l.2. Nevezetes Osszefliggések

Az I.2. abran 1év6 haromszoget tekintve az el6bb meg-
ismert szogfuggvényeket igy szamithatjuk ki: sina =
=cosf = a/c; sinf = cosa = b/c; tga = &gp = a/b =
= 1/tg . Mivel f = 9o°—a, igy:
cos(9o® —a) =sina

1

tg(go®—a)=GQga = tga

sin(9o°® — a) = cosa

It valdjaban folhasznaltuk, hogy a sikharomszog belsé szogeinek
Osszege 180°. Ez viszont csak az euklideszi geometriaban van igy,
azaz a fejezetben ismertetett tételek mds geometridkban (pl. gombin)
nem érvényesek!

a (9
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I.2. abra. A Prracorasz-tétel bizonyitdsa

Tovabba a derékszogli haromszog magassaga két kisebb
derékszogli haromszogre bontja a haromszdget. A kis
haromszogek vizszintes befogdinak 6sszege éppen a nagy
haromszog atfogdja:

2 2
c=acosf+bcosa :ag+bé =2 b
c c

cc=a*+b?
Fenti 0sszefliggés a Prracorasz-tétel. Kovetkezménye:
sin’a + cos® a = §+£ = Cz
¢

Vegyiink egy a és mellette egy f szoget! Rajzoljunk egy
egység atfogoju derékszogli haromszoget a f sz0g szaraira,
majd rajzoljuk meg a derékszogti haromszoget befoglald
téglalapot gy, hogy annak egyik oldala az a szog $-val
nem érintkezd szogszara legyen (I.3. abra)! Vegytik észre,

hogy az a + 8 valtoszoge megjelenik az abra tetején!

cos(a + p) sinasin f3

a+p .

— - =i
¥ EAYE:
S T\ 8
=) 1 Q
= -
cos P 8

o

B S

= cosa cos f g

1.3. abra. Addicios tételek

Mivel a téglalap szemkozti oldalai egyformak:
sin(a + p) =sina cos f + cosasin 8
cos(a + B) =cosacosp —sinasinff

Kovetkezménye:
sin(2a) =sin(a + a) = 2sina cos

cos(2a) = cos(a + @) = cos®> a —sin” a

Fenti 0sszefliggéseket gyakran alkalmazzuk majd vetii-
lettani szamitasok soran, igy memorizdldsuk elkeriilhetetlen
a tovdbbi félévek tiiléléséhez!



I.3. Szinusz- és koszinusztétel

Az eddigi szamitasok kizaroélag derékszogti haromszo-
gekre mikodnek. Szabalytalan haromszogek oldalai és
szogei kozott ugy talalhatunk Osszefiiggést, ha azokat
egyik magassagukkal felosztjuk két derékszogli harom-
szogre (I.4. abra).

bcosa

acosf
I.4. abra. Szogfiiggvények szabdlytalan hdaromszigben

A haromszog magassagat mindkét derékszogti harom-
sz0gbdl levezethetjiik:

asinf = bsina
a b
sina  sinf

Fonti 0sszefliggés a szinusztétel. A haromszog két oldala
és két szoge kozott teremt Osszefiiggést.
Ugyanebbél az abrabol:"

c=bcosa+acosp

c® =bccosa +accos
Hasonl6 gondolatmenettel:

a®> = accos f+abcosy

b*> =bccosa +abcosy

Na de akkor viszont:

cc=a*+b*+c*—a>-b>=a’>+b*>+bccosa +accosf—

—accos p—abcosy—bccosa—abeosy = a*+b*>—2abcos y

Ez pedig a koszinusztétel. Harom oldal és egy szog ko-
z0Ott ad Osszefliggést. A sikgeometria érdekessége, hogy ha
két szoget ismeriink, nincs sziikség tjabb 0sszefliggésre,
hogy a harmadik szoget megadjuk, hiszen a haromszog
szogeinek Osszege sikon 180°. Eppen ezért viszont, ha egy
sikharomszognek csak harom szogét ismerjik, akkor va-
l6jaban csak két fiiggetlen adatunk van, igy a haromszog
oldalhosszai nem hatarozhaték meg.

A sikharomszogtani Osszefiiggéseket elsédlegesen az
dltalanos geodézidban alkalmazzuk: egyrészt lehetGséget
adnak arra, hogy a terepen ne kelljen minden szoget és
tavolsagot megmérniink, hanem mar megmeért tavolsa-
gainkbol és szogeinkbdl szamitassal tovabbiakat tudunk
levezetni; masfel6l ha mégis vannak an. f6los méréseink,
akkor mérési adataink megbizhatésagat tudjuk a képle-
tekkel ellendrizni.

" A levezetés akkor is miikédik, ha a vagy  tompasz0g, mert a
tompaszogek szinusza megegyezik kiegészit6 szogiik szinuszaval.

"Ha o vagy B tompaszog, akkor a magassag a haromszogon kiviil
helyezkedik el, de ¢ hosszat akkor is dsszeadassal szamithatjuk ki,
mert a tompaszogek koszinusza negativ.

I. Sikhdromszogtan

l.4. Trigonometrikus egyenletek

Abban az esetben, amikor el&bbi tételeket a haromszog
szogeinek meghatarozasara kivanjuk hasznalni, az isme-
retlen szoget nem kapjuk meg kozvetleniil, csak annak
valamely szogfliggvényét. Az ismeretlen szog szogflugg-
vényét tartalmazo egyenlet a trigonometrikus egyenlet. A
térképészeti gyakorlatban mas szogek, pl. iranyok (azi-
mut), szélesség és hosszusag szogfiiggvényei is gyakran
el6fordulhatnak az egyenletekben.

A trigonometrikus egyenleteknek jellemz&en tobb meg-
oldasa van (L.5. dbra):

— A sinx =y alakt egyenletnek ha x = 6 megoldasa,

akkor megoldasa még x = 180° -9 is.

— A cosx = y alaka egyenletnek ha x = 5 megoldasa,

akkor megoldasa még x = 360°— 9 is.

— A tgx = y alaka egyenletnek ha x = 6 megoldasa,

akkor megoldasa még x = 180°+ 9 is.

— Mindharom fenti egyenlettipusnak ha x = 0 megolda-

sa, akkor megoldasa még x = 6 + k360°is, ahol k € Z,
azaz végs6 soron végtelen sok megoldast kaptunk.

y

zny

a) sind =sin(180°-9) b) cosd = cos(360°-9)

y

-

/ X

d) Forgatds 360°-kal

Y

c) tgo =tg(180°+9)
L.5. abra. Trigonometrikus egyenletek tovdbbi megolddsai

A végtelen sok megoldas kozil jellemzéen csak egy (rit-
kan két) olyan megoldas van, amely az eredeti kartografiai
vagy felméréstani problémanak is megoldasa, hiszen

— haromszog belsé szoge mindig 0° és 180° kozé,

— azimut (irany) mindig o° és 360° kozé,

— szélességi koordinata mindig +90° kozé,

— hosszuséagi koordinata pedig mindig +180° kozé esik.

Ha fenti elvarasainknak két megoldas is megfelel, foko-
zott 6vatossaggal kell eljarnunk! Lehet, hogy a két gyok
kozul az egyik hamis. Ilyenkor a rossz megoldast gyak-
ran ki lehet sztirni jézan ésszel vagy a problémat masik
szogfuggvény segitségével (pl. szinusz- és koszinuszté-
tellel is) megoldva: ha a két egyenletnek csak az egyik
megoldéasa k6zos, a méasik megoldas kisziirhetd. Olyan is
el6fordulhat, hogy valoban helyes mindkét megoldas.

A sinx =y és cosx = p alakt egyenleteknek nincs meg-
oldasa, ha |y| > 1. A térképészeti gyakorlatban ilyen azon-
ban csak mérési vagy szamitési hiba esetén fordulhat elé.



Masodik eldadas

Szamitasok vektorokkal

Il.1. Derékszogli koordinatak

A kozépiskolabdl ismert derékszogii koordindta-rendszer
egy origbhoz képest két, egymasra mer6leges bazisvektor
linearis kombinaciéjaval adja meg a pont helyzetét. A két
koordinata-tengelyt jellemz&en az x és y betiikkel szok-
tuk jelolni, azonban x és y a geodéziai gyakorlatban nem
mindig a matematikaban megszokott iranyokba mutat.
Derékszogi koordinata-rendszer a sikbeli esethez hasonlé
modon térben is definialhato.

Il.2. M(veletek vektorokkal és
matrixokkal

A valbés szamokbdl allé szampart, -harmast §tb. szo-
kas vektornak is nevezni. A vektorok ebben a jegyzetben
hol sorvektorként (x;p), hol oszlopvektorként (;‘) lesznek
jelolve, a két jelolés egymassal folcserélhets, szorzasnal
praktikus konvencié a sor-oszlop sorrend hasznalata. A
vektorok megfeleltethet6k példaul a megfelel§ dimen-
zi6ju derékszogli koordinata-rendszerekben értelmezett
pontok koordinatainak.

Kozépiskolabdl ismert, hogy két vektor 0sszeadasa és
kivonasa egyszertien elvégezhets a tagok 0sszevonasaval:

X, Xp Xg = Xp
Va|X| Vo |=|VaE Wb
Z, Zy Z, 2y

Szintén ismert, hogy két vektor skaldris szorzata meg-
kaphat6 a vektorok koordinatainak szorzatosszegeként:

Xp
(xa;ya;za) Yo | = XaXp + Ya¥b + 2421

Zp

Az el6bbi példanal jelentGsége van annak, hogy az elsé
vektort sorvektorként, a masodikat oszlopvektorként je-
loltem. Ha a két tényez6t folcserélem, akkor a két vektor
diadikus szorzatdrol beszélek, melynek kiszamitasat a ko-
vetkez6képp végezziik ezuttal kétdimenzids vektorokkal:

Xq . — XaXp Xa¥b
(ya)(Xb)yb) (yaxb ya}’b)

Amelyet szemléletesen kovetkezSképp jelolhetiink:

(xb yb)
(xa)(xnxb xnyb)
Ya)\YaXb Ya¥b
Latszik, hogy egy 1j képz6dményt kaptunk, amely sem

nem vektor, sem nem skalar, hanem valamilyen 4j allat-
fajta, egy szamokbdl all6 tablazat, amelynek elemei az

eredeti vektorok koordinatai szorzotablaszertien Ossze-
szorozva. Az 4j képz&dményt, azaz a valds szamokbol
folépitett tablazatot mdtrixnak nevezzik.

A matematikai miiveletek matrixokra is értelmezhetdk.
Legegyszert(ibb az 6sszeadas. A vektorokhoz hasonldan
kizarélag azonos méreti matrixok adhatok ossze:

ab e f\ _[a+e b+f

c d)+(g h)_ c+g d+h
Matrixot matrixszal szorozni a vektorok szorzasdhoz
hasonldan lehet: mos$t az elsé matrix adott soraban és a
masodik adott oszlopaban elhelyezked6 vektorokat kell
paronként skalarisan Osszeszorozni, azaz elemeik szor-

zatat Osszegezni. Az el6z§ két matrix szorzata tehat a
korabban bemutatott jeloléssel:

e f

g h
a b\fae+bg af +bh
c d\ce+dg cf +dh

A matrixok szorzasanak fontos tulajdonsaga, hogy a
tényez6k nem cserélhetSk fol egymassal, kiillonben eltérd
eredményt kapunk:

a b

c d
(e f)(ae+cf be+df)¢(ae+bg af+bh)
g h)\ag+ch bg+dh ce+dg cf +dh

Szintén megemlitendd, hogy a matrixok szorzéasat csak
akkor tudjuk értelmezni, ha a jobb matrixnak annyi sora
van, ahany oszlopbdl all a bal matrix. Matrixot vektorral
is szorozhatunk, amelynek médja mar nem meglepé:

X

y
a b\fax+by
c d\cx+dy
Azaz ha matrixot vektorral szorzunk, az eredmény egy
vektor lesz.

Il.3. Vektorok hossza és hajlasszoge

A vektorok hosszat abszolutérték-jellel jeloljuk. Szami-
tasa a PitaGorasz-tétel tobbszori alkalmazasaval lehetsé-
ges (II.1. abra):

lal® =17+ 20 =x3 + 97 + 23

Vegyluk észre, hogy |a*> = aa = 4>, azaz a vektor hosz-
szanak négyzete megegyezik az énmagaval vett skalaris
szorzattal.



b) Vektorok hajldsszige

a) Vektor hossza

II.1. abra. Vektor hossza és hajldsszoge

Két vektor 9 hajlasszogét a skalaris szorzatukbdl sza-
mithatjuk. Egyfeldl az abra szerint:

—

&=(b-a) =2 +b> - 2ab
Masfeldl a koszinusztételbdl:

@+ 52 —2ab =@ + b* — 2| cos 9

@b = |a|b| cos 9

A levezetés kozépss egyenlete egyuttal egy alternativ
képlet a skalaris szorzat kiszamitasara.

Il.4. Polarkoordinatak

Egy masik gyakran alkalmazott koordinata-rendszer
a polarkoordindta-rendszer. Ez is két szammal adja meg
a pontok helyzetét. Az els, a poldrtdvolsig mutatja meg,
hogy a pont milyen messze van az orig6tol, mig a masodik,
a poldrszog valamilyen kezd@irannyal bezart szoget jelol.

A derékszogl és polarkoordinatak kozott nincs min-
denhat6 atszamitasi képlet! Erdemes mindig folrajzolni a
koordinatakat, és ennek megfelelden szogfiiggvényekkel
kitalalni az aktualisan érvényes képleteket (II.2. abra).

A derékszoglibdl polarkoordinataba torténd atszami-
tast I1. vagy inverz, a polarbdl derékszogiibe torténd at-
szamitast I. vagy direkt geodéziai féfeladatnak nevezzik. A
geodéziai alapfeladatok képletei északkeleti tajékozasu
rendszerben (a tavolsagot mo$t t, az azimutot ¢ jel6li):

XBp=Xp+ tABCOS(SAB

YB = YA +tapSindap

tap = \/(XB —x4)” + (v —v4)°

tgoap = —zi :Zj

It igazabol folhasznaltuk, hogy a skalaris szorzat disztributiv.
Ennek bizonyitasa a definiciébdl mechanikus, de hosszadalmas.

II. Szamitasok vektorokkal

tABCOS(5A3

XB— XA =

II.2. abra. Geodéziai alapfeladatok sikon

Az azimutra két megoldasunk van, mert a tangens pe-
riédusa 180°. Azimutszamitas esetén 0kolszabaly: ha a
jobboldali tort nevezdje negativ, a szamologépbdl kijott
eredményhez adjunk 180°-ot, ha pozitiv, akkor semmit
vagy 360°-ot. Ez az 0kdlszabdly csak azimutszdmitdsnal mii-
kodik!

Polarkoordinatak megadéasara a térben is lehet8ség
van. Ha a kezd&pontot az origéban vessziik fol, amint
az a II.3. 4brén latszik, a p poldrtivolsig és a z tengely
pozitiv felét8l mért B polustivolsig mellett szitkség van
a A azimutszogre is. Ez a szog két, a z tengely altal hata-
rolt félsik kozott mérends, amelyek koziil az egyik az x
tengely pozitiv felét, a masik pedig a pontot tartalmazza.

I1.3. abra. Térbeli polarkoordindta-rendszer

Az atszamitasi képletek az abran jol leolvashatok:

x=psinfcos A
y=psinfsinA

z=pcosp
p=AJ¥>+y>+2°
[,2 2

z

- ?

)\_ar&gx



Harmadik el8adas

Linearis algebra

lll.12. A determinans

A késb&bbiekben tobbszor sziikségiink lesz a determi-
nans fogalmanak ismeretére. Azokhoz a matrixokhoz,
amelyeknek ugyanannyi sora van, mint oszlopa, hozzaren-
delhetink egy determindnsnak nevezett szamot, amelyet
a kovetkezd modon szamithatunk ki:

1. Készitsiink egy sakktablat elGjelekbdl: A bal felsé
sarokban 1év§ elGjel +, a tobbi sakktablaszertien val-
takozva — és +. A sakktabla mérete egyezzen meg a
determinans méretével!

2. Valasszuk ki a determinans egy tetsz8leges sorat vagy
oszlopat!

3. A sor vagy oszlop elemein végighaladva képezziik a
kovetkezs harom tényezé szorzatat: a sakktablaban
az adott elemhez tartoz6 elgjel; maga az adott elem;
az adott elem sorat és oszlopat letakarva képzett de-
terminans.

4.Az el6z8 pontban megadott szorzatok 6sszege egyen-
16 a determnans értékével, fiiggetleniil a valasztott
sort6l vagy oszloptdl. Mindig elég egyetlen soron
vagy oszlopon végighaladni.

Példaként szamitsunk ki egy 3x3-as determinanst az

elsé sora szerint kifejtve, majd a kapott 2x2-es determi-
nansokat szintén az els§ soraik szerint kifejtve:

c
=aqa
i

¢ f

) +c
h i

‘df d e
"
g il |gh

= alei— fh) - b(di - fg)+c(dh - eg)

A determinans geometriai jelentése a tertlet és a tér-

a
d
8

S0

fogat fogalmahoz kapcsolddik. Az origébdl induld 7’ és b
vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete példaul
megegyezik az alap és a magassag szorzataval. Azonban
a paralelogramma m, magassaga pedig megegyezik a b
oldal hosszanak és az E;Z_; vektorok altal bezart a szog
szinuszanak szorzataval (I11.1. abra).

Definialjuk az @’és b vektorok vektoridlis szorzatat:
axb=|x, Va za:( *a Za
Xb Zb

Xp Vb Zb )

Igazabdl a kozépsb definicid szigoruan véve értelmet-
len, csak a memorizalast segiti. Vegytk észre, hogy ha
viszont ezt a vektort egy harmadik vektorral skalarisan
szorozzuk, a harmadik vektor koordinatai bekeriilnek a
determinansba. Ezek szerint (a determinanst az alsé sora
szerint kifejtve):

Ya Za
Vb Zp

Xq Ya
Xb Vb

)

’

N Xq Ya Za
R
ﬁ’(axb): Xz Va 24| =XpO0—Vp0+2,0=0
o ¥b 2

A e / T~
-
. / R
S - / P
% - / PR
/ - /
T =~ e /

7 /T~ /
, mg ~

/T=ldlb|sina’ -~

IIL.1. abra. A paralelepipedon térfogatinak szamitdsa

R
Azaz @x b és @ merGleges egymasra. Hasonldan lathatd
- -
be @x b és b merdlegessége. A szorzat hossza:

@%b = (vazp — 2a9)* + (XaZp = 2a%p)* + (X,9p — Paxp)® =
= (x7 +v2 +22)(x5 + 97 +25) = (X0 + Ya¥y + 207)° =
= |a bl — ()" = |aP B ~ P [Bl* cos” o =
= |ﬁ12|3|2(1 —cos’a) = |§12|E)|2 sin® a

Azaz |7 x b|= |a@|b|sina, vagyis éppen a paralelogram-
ma teriilete. A levezetés masodig egyenlGsége nehezen
lathato be. Segitség, ha megfigyeljuk, hogy a masodik
sorban a zéréjeleket kifejtve x7x;, v7v; és z;z; kiesnek,
csak a kétszeres szorzatok maradnak meg. Ezek viszont
megegyeznek az els§ sor kifejtésébdl adodo kétszeres szor-
zatokkal.

Vegytink moét a térben egy harmadik ¢'vektort, és ke-
ressik meg az a; E; ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepi-
pedon térfogatat! A ferde hasabok térfogata megegyezik
az alapteriilet és a magassag szorzataval. Az alapterii-

N
let az @x b hossza, az M magassig pedig megegyezik ¢
-
hosszénak, valamint az @'x b és a ¢ kozott mért y szog ko-
szinuszanak szorzataval (III.1. abra). Ez pedig egylittesen
4 . > 7, - s . .

nem mas, mint @ x b és ¢ skalaris szorzata. A paralelepi-
pedon térfogatat kiadd vegyes szorzast a harom vektor
triadikus szorzatdnak nevezzik:

) N Xg Ya 2q
V= ‘Ex b“dcosy = (Exb)?: Xp Yy Zp
xC yC ZC
lll.2. Linearis egyenletrendszerek
Egy anya huszonegy évvel id6sebb, mint a gyermeke.

Hat év milva az anya 6tszor olyan id6s lesz, mint a gyer-
mek. Hol a gyermek apja?



Az ilyen tipusu feladatokat tobb egyenlet egytittesével
tudjuk megoldani. A gyermek életkorat g-vel, az anyaét
a-val jelolve:

a=g+21
a+6=75(g+6)

Linedris egyenletrendszernek nevezziik azokat a tobbis-
meretlenes egyenletrendszereket, amelyekben csak Ossze-
adas-kivonas és az ismeretlenek konstanssal valé szorzasa
szerepel. Nézziik meg példaul a kovetkezd egyenletrend-
szert, ahol x és y az ismeretlenek:

ax+by=e
cx+dy=f

Vegyiink észre néhany dolgot! El6szor is azt, hogy az
egyenletrendszer a matrixok szorzasarél tanultak (II.2. fe-
jezet) alapjan igy is folirhat6:

a b\(x\ (e

cdi\y] \f
A bal oldalon talalhaté matrix neve egyiitthatomadtrix, a
jobb oldali vektor a szabadvektor. A megoldashoz irjuk at

erre az alakra:
o o(i)=()

A piros oszlopvektorok altal kifeszitett paralelogramma
(IIL.2. abra a) része) teriilete (n > 2 ismeretlen esetén az n
dimenzidju paralelepipedon térfogata) éppen az egyutt-
hatématrix |? g| determinansa, melyet fédetermindnsnak
neveziunk. Ha az elsg§ élvektort beszorozzuk x-szel, a te-
riilet (térfogat) értelemszertien x-szeresére valtozik (lasd
b) abrarész). A paralelogramma teriilete (paralelepipe-
don térfogata) nem valtozik, ha az alapot és magassagat
nem valtoztatjuk, tehat az alapokat egymashoz képest
parhuzamosan elcstsztathatom, azaz az alap vektorainak
barmilyen skalarszorosat hozzaadhatom a magassagot ki-
feszit6 vektorhoz (lasd c) abrarész). Csusztassuk el ugy,
hogy az els6 oszlopvektor éppen a szabadvektorba mutas-
son! Ekkor a paralelogramma tertilete:

xa b
xc d

ab’

cd

e bl _
fd-

xa+yb b| _
xc+yd d|

e b
fd
Hasonl6 elven az y ismeretlen is megkaphato, ha a f6-
determinans masodik oszlopvektorat szorzom be y-nal,
és ezt a vektort tolom el parhuzamosan a szabadvektorba.
A levezetést mellézve:

" Az eredeti kérdésre a vélaszt g megoldasa adja.

=+
=x

= cd

a e

y:Cf

ab
cd

III. Linedris algebra

() (%)

a) dbrarész

(5) (%)

b) dbrarész

(5) ()
c) dbrarész

IIL.2. abra. Linedris egyenletrendszer megolddsa geometriai titon.
A D) és c) dbrarészen ldthato paralelogrammdk teriilete egyenld,
éppen az a) részen ldthato x-szerese.

Nézziik meg Gjra a kapott megoldasokat! Mindkét meg-
oldas nevezgjében a fédeterminans all. Az egyenletrend-
szernek akkor és csak akkor van egyértelmi megoldasa,
ha a f6determinans nem nulla (ekkor nem kell nullaval
osztani). Ha a f6determinans nulla, akkor az egyenletrend-
szernek vagy nincs megoldasa, vagy végtelen sok megol-
dasa van.

Vigyazoé szemiinket a szamlalokra vesstuk! Egyetlen osz-
lop kivételével ezek a determinansok is megegyeznek a
fé6determinanssal. Az az oszlop valtozott meg, amelyik az
épp kérdéses ismeretlen egytitthatodit tartalmazta, ide az
egyenlet jobb oldalan all6 szabadvektor tagjai keriiltek. Be-
bizonyithat6, hogy ez az elv akarhany ismeretlenes linea-
ris egyenletrendszerre miikodik, ha pontosan ugyanannyi
egyenletiink van, ahany ismeretlentink. Ennek belatasa
bar csak a négy alapmiiveletet igényli, igen hosszadalmas,
ezért eltekintiink téle. Ezt a megoldoképletet CRAMER-
szabdlynak nevezziik, és kevés ismeretlenbdl all egyen-
letrendszer megoldasara hasznalhat6.”

Vegyiik a kovetkezd n ismeretlenes linearis egyenlet-
rendszert!

Ay Ay oon Ay )Xy b,
g O «vv Oop || Xa b,
Any Apa -+ Apn/\ Xy b,

Akkor x; ismeretlen megoldasa CramMER-szaballyal:

Ayq Ay «vv Qg b1 Ag,it1 -+ Gan
Ary OApp ovv Op g bz Arit1 -+ Oop
X = Ay Ayn -vr Ay bn Apitr -+ Aun
i =
A1 G -+ Aqp
Ary Gzp - Oypy
Ap1 Apa -+ App

A linearis egyenletrendszerek a kartografia szamtalan
tertiletén vissza fognak koszonni, igy a CraMer-szabalyt
érdemes jol megjegyezni!

" Sok ismeretlen esetén egy masik megoldoképlet, a GAUss—JORDAN-
elimindcié sokkal hatékonyabb.



Negyedik el6adas

Trigonometria alkalmazasa a térképészetben

IV.1. Pont koordinatainak
meghatarozasa

A megismert haromszogtani 6sszefliggéseket alkalmaz-
hatjuk felméréstani feladatok megoldasara. Mivel a tere-
pen egyszer(ibb szoget mérni, mint tavolsagot, egy P pont
helyzetének meghatarozasa torténhet két ismert pontra
szogmérével (teodolit) folallva, és a P pont felé mutatd o
és B szogeket mérve. Ez az elGremetszés (IV.1. dbra).

1.Az A és B pont koordinataibdl meghatarozzuk a o5

azimutot és a t4g tavolsagot (II. geodéziai f6feladat).

2. A mért a és fp szogekbdl kiszamitjuk a haromszog
harmadik, y szogét.

a és 04p kiillonbségébdl vagy 0sszegébdl (attdl fliggs-

en, hogy P az alapvonal melyik oldalan helyezkedik

el) képezziik d4p-t.

Szinusztétellel kiszamitjuk a t4p tavolsagot a f és y

sz0gekbdl, valamint a t45 tavolsagbdl.

5.A typ tavolsagbol és 9 4p azimutbdl 1. geodéziai f6fel-
adattal adédnak P koordinatai.

3.

4.

<

IV.1. abra. Pont koordindtdinak meghatdrozdsa. El6remetszés
esetén a kék és voros, ivmetszés esetén a zold és vords adatok
ismertek, a feketék a két ismert pontbol szamithatok.

Ha a B pontban nem tudunk felallni (pl. gyarkémény
teteje), akkor mérhetjiik B helyett a y szoget kozvetleniil
a P pontban is. A szamitas menete ugyanaz (kivéve, hogy
a 2. 1épés sziikségtelen), de oldalmetszésnek nevezziik.

Ujabban akar kozvetleniil is mérhetjiik az ismeretlen
pont tavolsagat a két ismertt8l (t4p és tgp) pl. 1ézerrel. Ez
az ivmetszés. Elénye, hogy gyorsabb a szogmérésnél, azon-
ban nagyobb tavolsagok mérése mar problémas lehet.

1. Az A és B pont koordinataibol meghatarozzuk a d4p

azimutot és a t4p tavolsagot (II. geodéziai f6feladat).

2. Koszinusztétellel kiszamitjuk az a szoget a harom

ismert oldalhosszbol.

3. a és 0,5 kulonbsége vagy Osszege adja d4p-t.

4. A tp tavolsagbdl és 0 4p azimutbdl 1. geodéziai féfel-

adattal adédnak P koordinatai.

Ha a két ismert pont koziil egyikre sem allhatunk fol
miiszerrel vagy a két ismert pont kozott nincs dsszelatas,
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akkor az egyetlen lehet8ség a hdtrametszés. Ehhez kell egy

harmadik ismert koordinataja pont (C). Fontos, hogy a

harom ismert és az ismeretlen pont ne essék (kozelitSleg

sem) ugyanarra a korre! A miszerrel csak az ismeretlen

P pontban allunk £6l, és a IV.2. abréan lathato a’ és B’ szo-

geket kell megmeérniink (a harom lehetséges szog koziil

a két legnagyobbat) és a pontokat tgy bettizziik el, hogy

P-bél nézve ha C a hatunk mogott van, akkor A jobbra, B

balra legyen:

1.Az A, B és P pontokon keresztiil rajzolunk egy képze-
letbeli kort, majd a kor és a PC egyenes metszéspont-
jaban folvesziink egy képzeletbeli S segédpontot.

.A P pontnal talalhaté a és B szogek a mért a’-t és
B’-t rendre 180°-ra egészitik ki.

.Az A és B pontnal talalhat6 « és § szogek ugyanahhoz
a szaggatott htirhoz tartozo keriileti szogek, igy meg-
egyeznek a P pontban talalhaté megfeleld szogekkel.
S koordinatai igy az A, B pontokbdl és e két szogbdl
el6remetszéssel meghatarozhatdk. Az el6remetszés-
hez részeredményként szamitott t,g tavolsagra és
d4s iranyra még sziikséglink lesz.

.S és C koordinataibol II. geodéziai fé6feladattal kap-
juk a 6g5¢ azimutot. dgp = 0g¢; 054 = 945 = 180°; to-
vabba 1 = 6gp — 054. Ha 11 <0, adjunk hozza 360°-ot!

.Az ASP haromszog szogeinek osszege 180°, igy a
és 1 segitségével megadjuk C-t.

. Szinusztétellel kiszamitjuk a t4¢ tavolsagbol, C-bdl
és p-bol a tgp tavolsagot.

.Az S pontbdl kiindulva I. geodéziai f&feladattal P
megkaphato.

C

IV.2. abra. Hdtrametszés, a voros adatok ismertek

Fenti levezetés feltételezte azt az idealis helyzetet, hogy
a P pont az ABC haromszog belsejében helyezkedik el.
Ha ez nem igy van, akkor a harom pont szerepét agy kell
kijel6lni, hogy a P pont fel6l nézve az A legyen jobbra,
C kozépen (a PS félegyenesen), B balra. Ilyenkor « és f8
kozvetlentul mérendd; és vigyaznunk kell, mert ha C a
koron (az S ponton) tul talalhaté (a képletekbdl 7 homo-
ruszognek adédik), akkor ogp = dg¢ £ 180°!



IV.2. Lejt6sz6g és kitettség

Egy R" — R fuggvény gradiensének nevezzik azt a vek-
tort, amelynek derékszigii koordinatai a megfeleld tengely
iranyaba vett parcialis derivaltakbdl allnak. Ha példaul
a magassagot egy z(x,y) fuggvénynek tekintjuk, akkor
a gradiense Vz = (dz/dx; dz/dy). Vigydzat, életveszély! Az
itt leirt szamitdsok csak derékszdgti koordindta-rendszerben
mitkodnek! Eszébe ne jusson még QGIS-ben sem féldrajzi
koordindtdk alapjdn lejtészoget vagy domborzatdrnyékoldst
szamolni! Mivel a gradiens parcialis derivaltakbdl all, ma-
ga is hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a fligg-
vények derivaltja: iranya mindig arra mutat, amerre a
legmeredekebben emelkedik a fiiggvény, hossza pedig a
terep meredeksége, azaz a lejt6szog tangense. Ezek szerint
a 9 lejt6szog igy szamithato ki:

2 az 2
) ’ ( 83))

dz
dx

9 mindig hegyesszog, a megoldasok koziil csak ezt fo-
gadjuk el. Id6nként a lejt6 meredekségét szazalékban
szoktak megadni, azaz hogy vizszintesen 1 m-t megté-
ve hany cm lesz a magassagkiilonbség. Mivel a gradiens
azt mondja meg, hogy ugyanekkora tavolsagon hany m
az emelkedés, igy a meredekség 100|Vz| szazalék.

Mivel a gradiens folfelé mutat, a lejtés iranya a gradiens
ellentettjének iranya lesz. Ennek « azimutja a II. geodéziai
féfeladatbol (északkeleti tajékozasa rendszerben):

az)/( az)

8= ( dy [\ ox

Itt van helye a bélcsességnek! Ranézésre a két minuszjel
a szamlaloban és nevez6ben gyonyoriden kiejti egymast,
azonban ezuttal ez cstufos hibat okozna! Az ok, hogy azi-
mutszamitasnal az eredményhez 180°-ot hozza kell ad-
nunk, ha a nevez6 negativ, és az egyszertisitéssel a nevezd
elgjelét tigyesen megforditanank.

Persze ritkan ismertek a domborzat parcialis derivalt-
jai. Olyan viszont el6fordulhat, hogy egy szabalyos racs
mentén ismertek a terep magassagi adatai. Ha a racs fel-
bontasa Ar, akkor a derivalt kozelithetd a szomszédos
racspontok magassagi értékeibdl differenciahanyadossal:’

tgd =|Vz| = (

dz _zg—zp dz 2K~ 2Ny
dx  2Ar dy  2Ar
Ha viszont az ismert magassagi pontok nem szabalyo-

san helyezkednek el (in. TIN-modell), akkor a harom
legkozelebbi pontra tudunk egy sikot illeszteni. Ennek
gradiensét igy szamithatjuk ki: Vegytlink egy, a sikra me-
réleges # vektort, amelynek z koordinataja legyen —1!
(Feltételezve, hogy a sik nem fiigg6leges, igazabdl akar-
mekkora z = o koordinatat is kikothetnénk, hiszen az 7
vektor hossza nekunk irrelevans.) Ekkor az els6 ismert
pontbdl barmelyik, a sikon talalhat6é pontba mutaté vek-
tor merdleges # = (a;b;—1)-re, azaz a vele vett skalaris
szorzata o:

-

Pl):ﬂ(X—Xl)er(}J—%)—(Z—Zl)=0
z=ax+by—ax, —by, +z,

(p—

" A térinformatikaban gyakran kifinomultabb, pl. HorN- vagy Z&-
VENBERGEN—THORNE-képleteket hasznalnak a gradiens becslésre.
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IV. Trigonometria alkalmazdsa a térképészetben

Derivalva: dz/dx = a és dz/dy = b.

a és b helyére behelyettesithetjuk tehat a derivaltakat.
Ezen felul az egyenlet értelemszertien igaz kell legyen
a masodik és harmadik pontra is (hiszen ezek is a mi
sikunkban vannak), igy x, y és z helyére pedig egyszer a
masodik, egyszer pedig a harmadik pontunk koordinatait
irjuk be:

0z dz
&(xz _x1)+ @(}/2—3’1) =2,—2Z
Jz

dz
a(x3 —x1)+ @(})3 —3}1) = Z3 —Z;
Az ismeretlen derivaltak ebbdl pl. Cramer-szaballyal
megoldhatok.

IV.3. Domborzatarnyékolas

Summer készitésekor a felszint tikroz6désmentes visz-
szaver$ feluletnek tekintjiik, igy a visszaver6dott fény
mennyisége fliggetlen a néz&ponttdl, kizarélag a napfény
beesési szogétdl fiigg. A megvilagitas mértéke gyakor-
latilag a vilagitotest felé mutatd vektornak a normalis
(lejtésikra mer&leges vektor) iranyaba mutaté komponen-
sétdl fugg. Ez pedig nem mas, mint a két vektor kozott
talalhato & szog (IV.3. abra) koszinusza.

(a5

o, >~ .
r’ha‘[]&a

25/ 7]
Fliggoleges

Lejt@‘

Vizszintes

IV.3. abra. Domborzatdrnyékolds szdmitdsa

Az egységsugaru éggombre folrajzolhatd egy égi gomb-
haromszog, melynek cstcsai a fiigg6leges, a Nap és a lejté
normalisa. Tudjuk, hogy a fligg6legessel a lejt6 normalisa
éppen a 9 lejtészoget zarja be, és a lejtésiranyba all. A
Nap allasa legyen a fuggblegestsl 9y szogre és ay azimut-
ra! Ekkor az oldalkoszinusz-tételbdl a visszavert fény i
intenzitasa:

i =cos& = cosdcosdy +sindsin 9y cos(a — ay)

Ha i negativ, akkor a teriilet arnyékban van, a visszavert
intenzitas zérus.

A kartografiai gyakorlatban a vilagitétestet leggyakrab-
ban északnyugati iranyba (ay = 315°) helyezziik, amely
iranyban a Nap a valésagban soha nem tart6zkodik; azon-
ban megfelel egy jobbkezes ember asztali lampajanak. Az
arnyékok annal hatarozottabbak lesznek, minél alacso-
nyabb a megyvilagitas. Igazan latvanyos summer analiti-
kus médon nem készithets, a domborzat helyes genera-
lizalasan alapulé arnyékolas készitése sok tapasztalatot
igényel.



Otédik el8adas

A valészinliségszamitas alapvets fogalmai

V.1. Valészinliségi mezd és valtozd

Egy (2 halmaz (tovabbiakban eseménytér) sszes lehet-
séges részhalmazabdl képezziik a P((2) halmazt, majd
vegytnk egy olyan A C P(Q) részhalmazt (tovabbiakban
eseményalgebra, elemei pedig események), amely tartalmaz-
za az Ures halmazt, tovabb4a minden elemének az QQ-ra
vonatkoz6 komplementerét és barmely két elemének az
(valosziniiség), amely az tires halmazhoz o-t, (2-hoz 1-et
rendel, és barmely két diszjunkt halmaz uniéjahoz a hal-
mazok valdszinliségeinek Osszegét rendeli. Az (Q; A;p)
Struktarat ekkor valdsziniiségi mezének nevezzik.

A definici6 azért ennyire absztrakt, hogy a valdszintisé-
gi mezd a matematika szamos teriiletén el6forduld jelensé-
geket tudja modellezni. Leggyakrabban azonban véletlen
kisérletek modellezésére alkalmazzuk, ahol Q a kisérlet
lehetséges kimeneteleit tartalmazza, és p a kimenetekbdl
képezett halmazokhoz (ezek az események) az esemény
valamely elemével egyezé kisérleti eredmények szama és
az Osszes kisérlet szama kozotti arany hatarértékét rendeli
végtelen sok kisérletet feltételezve.

Mivel az egyes kimenetelek altalaban matematikailag
nehezen megfoghat6 fogalmak szoktak lenni, érdemes
az eseménytér elemeihez egy-egy valos szamot hozzaren-
delni. A £ : Q — R fuggvényt valdszintiségi viltozonak
nevezzuk, ha barmely x valds szamra az &(w) < x felté-
telt teljesitd w kimenetekbdl képzett halmaz egy esemény
(vagyis a {£ < x} halmaznak van valdszintisége).

V.2. Az eloszlas

Egy & valdszintiségi valtozo F : R — [o;1] monoton
noévekvd eloszldsfiiggvénye F(x) = p({& < x}). & folytonos
vdltozo, ha eloszlasfiiggvénye folytonos, és diszkrét, ha
megszamlalhatéan sok kiilonbozé értéket vehet fol. E16-
fordulhat, hogy & sem nem folytonos, sem nem diszkrét.
& siirfiségfiiggvénye az az f : R — [0; o0] flggvény, amelyre

jf(x)dx = F(x)

Ha F differencialhat6, akkor derivaltja f. Nagyon pon-
gyolan fogalmazva f azt mutatja be, hogy mennyire valé-
szint, hogy & =~ x.

A valoszintiségi valtozo jellemz8 kimenetét mutatja
M(&) vdrhaté értéke, amely (ha az alabbi integral nem
konvergens, a varhat6 értéket nem értelmezziik):

M(E) =Je dp
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Azaz a varhato érték pongyolan fogalmazva & lehetsé-
ges értékeinek valdszintiséggel stulyozott atlaga. A valo-
szinliségi valtozo medidnja az az x szam, melyre M(|& —x|)
minimalis, vagy amelyre p({& < x}) > 1/2 < p({& > x}),
azaz igen pongyolan: amely szamhoz képest azonos val6-
szintiséggel lesz & kisebb, mint nagyobb. A val6szintiségi
valtoz6 modusza az a szam, amelyre a stirliségfiiggvény
maximalis.

Az eloszlas kiterjedését a szords jellemzi, azaz hogy &
varhatéan mennyire tér el a varhat6 értékétél:

D(&) = M[(& - M[£]?]

Hasonléan szamitjuk az az dtlagos abszoluit eltérést,
amely a varhat6 értéktdl (idénként a mediantdl) vett elté-
rések abszolutértékeit atlagolja: M[|& — M(&)]]

V.3. Mérési skalak

A valészintiségi valtozokon természetiiknél fogva nem
mindig végezhetd el minden miivelet. Pontosabban fogal-
mazva elvégezhet§, de garantalt, hogy értelmes eredmény
nem szuletik beléle.

A valobszintiségi valtozo skalaja lehet:

— Nominadlis skdla, azaz a kisebb—-nagyobb relacié sem
értelmezhetd. Bar (pl. adatbazisban tarolas céljabol)
rendelhetlink a jelenséghez szamokat, ezek mennyi-
séget nem jelolnek. Semmilyen matemaikai miivelet
nem végezhet$, még a medianjat sem jelolhetjiik ki
(hiszen ahhoz pont 6sszehasonlitast végeznénk), kiza-
rélag moéduszat kereshetjiik meg. Altalaban diszkrét,
véges darabszdmu kimenet lehet. Példa: nemzetiségi
hovatartozas.

Ordindlis skdla, azaz 6sszehasonlitast végezhetiink,
de az Osszeadas, kiilonbségképzés értelmetlen. Medi-
ant mar szamithatunk, atlagot (varhato értéket) nem.
Szintén csak diszkrét értékeket vehet f6l. Példa a te-
lepiilések jogallasa, a varos nagyobb rangt, mint egy
kozség, de kisebb, mint egy megyei jog varos. Még-
sem lehet megmondani, mennyivel nagyobb egyik a
masiknal.

Intervallumskdla, amelynél kiillonbséget tudunk ké-
pezni, de aranyt mar nem. Az atlagolas értelmezhetd.
Eloszlasfiiggvénye folytonos is lehet. Példaul ha Sze-
geden 6 fokot mériink, mig Miskolcon —2-t, akkor
Szegeden 8 fokkal van melegebb, mint Miskolcon, de
véletleniil sem —3-szor akkora a h6mérséklet. ..

— Ardnyskdla, vagyis, ahol szorzas-osztas értelmes.

Aranyskalaju valtozobdl 1étezik multiplikativ és addi-
tiv. A multiplikativ valtoz6 soha nem lehet negativ, soha
nincs mértékegysége, és az Osszeadas nem ad értelmes
eredményt. Példaul multiplikativ aranyskalaja valtozo,



hogy hanyszorosara valtozott a GDP az el6z8 évhez ké-
pest. Ha két egymast kovets év novekedését 6sszeadjuk,
nem tudunk meg semmit. Ha 6sszeszorozzuk, megkap-
juk, hogy a két évben 6sszesen mekkora volt a novekedés.
Multiplikativ mennyiségeknek ezért nem vehetjiik a szamta-
ni kozepét! Aranyt is képezhetiink, meg tudjuk mondani,
hanyszorosa volt a masodik évi novekedés az el6z6hoz
képest. A multiplikativ valtozék konnyen folismerhet8k
arrdl, hogy az 1-nél kisebb értékek jelzik a csokkenést.

Az additiv aranyskalaju valtozok esetén mind a négy
alapmiivelet elvégezhetd, lehet mértékegysége. Példa a
hémeérséklet-valtozas. Ha els6 nap 2 fokot, masodik nap 4
fokot emelkedett a h6mérséklet, de harmadik nap 6 fokot
csokkent, akkor a teljes h6mérséklet-valtozas egyszertien
2+4+(—6) = o fok. Annak is van értelme, hogy a masodik
napi valtozas kétszerese, a harmadik napi pedig minusz
haromszorosa volt az elsé napinak.

Fontos, hogy transzcendens fiiggvényeket (pl. szinusz, lo-
garitmus) csak olyan ardnyskdldji viltozon vehetiink, amely-
nek nincs mértékegysége, azaz tomegnek nincs szinusza, de
szognek (a radian nem igazi mértékegység) mar van! Az,
hogy egy mtivelet elvégezhets, még mindig nem jelenti,
hogy minden koriillmény kozott értelmes. Példaul a tele-
pulés lélekszama aranyskalaju (lehet egy teleptlés kétszer
akkora), additiv (azaz a varmegye 1élekszdma a telepiilé-
sek lélekszamainak Osszege), viszont nem adhatom 06ssze
ugyanannak a falunak a 2010. és 2020. évi lélekszamat
(hacsak nem atlagolni akarok).

V.4. Szamunkra érdekes eloszlasok

Vegyiink egy olyan kisérletet, amelynek két kimenete
van (pl. pénzfeldobas)! Ekkor a kisérlet &, valdszintiségi
valtozoja P valoszintiséggel 1 (pl. fej), 1—P valoszintiséggel
o (pl. iras). A kovetkezé dobas &, eredménye azonos el-
oszlasu és fuggetlen, azaz p({&; =k, és &, =k,}) =p({&, =
=k, })p({&, = k,}) barmilyen lehetséges k,, k, kimenetekre.
Ismételjiik meg a dobast parszor, és adjuk 6ssze a kime-
neteket (ti. hanyszor dobtunk fejet)! & = } ¢&; ilyenkor
binomialis eloszldst kovet, azaz

n

P& =k)) = (k)P"u Pyt

Ahol n a kisérletek darabszama, P pedig a kedvez6
kiment valészintisége (azaz példankban 1/2). Ebbél sza-
mithat6 az eloszlasfiiggvény (és bar az eloszlasfuggvény
nem differencialhato, a XIL.1. fejezetben megismert Di-
RAC-0 segitségével igazabdl a stirliségfiiggvény is leirhatd).
Az V.1. abran megfigyelhet8, hogy n novelésével a stiri-
ségfiiggvény jellegzetes, harangszert alakot kezd olteni.

Tulajdonképpen ugyanezt a harangszerd alakot kap-
juk vissza barmely fiiggetlen, azonos eloszldsii valdszini-
ségi valtozok Osszegére. Ezért az ilyen stirtiségfliggvényd
valtozét normadlis eloszldstnak nevezzuk. A centrdlis ha-
tareloszlds tétele szerint végtelen sok fliggetlen, azonos
eloszlasu valészintiségi valtozo6 0sszege (és igy az atlaga
is) normadlis eloszldsu. Azaz példaul ha ugyanazzal a mod-
szerrel megmérek egy szoget vagy tavolsagot, akkor sok
mérést kovetGen a miszer hibaitdl fuggetleniil a mérések
dtlaga kozel normalis eloszlast. Ezért a normalis elosz-
148t jellemzGen mérési és mintavételi hibdk modellezésére

V. A wvalésziniiségszdamitdas alapvetd fogalmai
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V.1. abra. Fejek szamdnak valdszintisége (foliil eloszlds, alul
stirtiség) 8 ill. 32 pénzfeldobdsbol. A nyilakndl a stiriiségfiiggvény
végtelen, a nyilak hossza a fiiggvény alatti teriilettel ardnyos.

hasznaljuk. Vigydzat, életveszély! A mérési eredmények soka-
sdga nem lesz attol normadlis eloszldsii, hogy sokszor mértiink!
A p varhat6 értékd, o szérast normalis eloszlas stirtiség-
fuggvénye:

1 (=)

flx)=

oOV2T

o
I
S

Ezt a fliggvényt haranggorbének nevezzilkk. A norma-
lis eloszlas eloszlasfiiggvénye a definici6 szerint a stirti-
ségflggvény primitiv fiiggvénye, ezt azonban nem lehet
szokasos fliggvények segitségével zart alakban leirni. A o
varhat6 értékd és 1 szorast normalis eloszlas neve $tan-
dard normdlis eloszlds (V.2. dbra).

V.2. abra. Standard normdlis eloszlds

A normalis eloszlas hasznalatanak egy lehetséges buk-
tatdja, hogy strtiségfiiggvénye nagyon gyorsan csokken
a varhaté értéktdl tavolodva. Igy nem tudja j6l model-
lezni azt a koriilményt, ha mérési modszeriink hajlamos
kiugré mérési hibat produkalni és nincs lehetdséguink ezt
sok mérés atlagaval kiejteni. Ezért a geodéziaban idén-
ként hasznaljuk még a Laprace-eloszldst (V.3. abra), amely
nagyobb valoszinliségeket modellez a varhato értéktdl ta-
vol. Ha az eloszlas varhato értéke p, az attdl vett atlagos
abszolut eltérés b, akkor az eloszlas- és stirtiségfiiggvény:

L g ha x <
Fo)={2% ., T
1-3e b hax>p

1 |

f(x) A

V.3. abra. LapLace-eloszlds (p=o0;b=1)



Hatodik el8adas

Leiré £tatisztika

Vl.1. Kb6zépértékek

Egy valoszintiségi valtozo eloszlasat gyakran lehetetlen
pontosan megismerni. Lehet példaul, hogy a populacié tual
nagy ahhoz, hogy megérje a mérést minden tagjan elvégez-
ni. Ilyenkor egy kisebb, # darabos mintat vesziink, és ezen
a mintan mérjik meg a valoszintiségi valtozo x; értékeit.
A teljes sokasag eloszlasanak jellemz&ire megprobalunk
a minta eloszlasanak jellemzgire kovetkeztetni.

Gyakran vizsgaljuk a minta kézépértékeit. A legyegy-
szerlibb kozépérték a szdmtani kozép vagy dtlag, amelyet
ugy képeziink, hogy a mintakat dsszeadjuk, és elosztjuk a
mintdk darabszamaval:

,u:xi:E Xi
i=1

A szamtani kozép kedvez6 tulajdonsaga, hogy M(x;) =
= M(&), azaz a minta atlaganak varhat6 értéke éppen az
eredeti, mérni kivant eloszlas varhatoé értéke. E mellett az
atlag eloszlasa jo kozelitéssel egy o/+/n szorast normalis
eloszlas, ahol o a & valtoz6 szorasa; azaz a minta atlaga-
nak varhat6 hibaja jol becsiilhet8. Ez viszont nem jelenti
azt, hogy ész nélkiil hasznalhatjuk.

Az els6 gondot a viszonyszdmok okozzak, amelyeket két
mennyiség aranyabol szamitunk. Példaul Bergengocia te-
rilletének felén 200 f6/km? a népstirtiség, a masik felén
50 f6/km?. Mekkora az atlagos népstirtiség? Legyen Ber-
gengdcia teljes teriilete 2f, ekkor a teljes népesség 200t +
+ 50t = 250t. EbbSl a népsiiriség 250t/(2t) = 125 f6/km?,
azaz szamtani kozepet vettiink. Galambdciaban viszont a
lakossag fele él 200 f6/km? népstirtiségt teriileten, a ma-
sik fele 50 f6/km? stirtiségiiben. Legyen a teljes lakossag
2[, ekkor Galambdcia teriilete //200+1/50 = I/40. Ebbél a
népstirtiség 21/(1/40) = 80 f6/km?! Viszonyszamok szamta-
ni kozepét csak akkor szamithatjuk, ha a nevezében szerepld
mennyiséggel siillyozunk. Egyébként harmonikus kozepet szd-
mitunk. A harmonikus kozép szamitasa:

pir = 1f(7%) = 5
i=1 x;

Akkor is gondban vagyunk, ha a vizsgalt jelenség mul-
tiplikativ (példaul kamat, novekedési rata), hiszen ilyen-
kor a szumma nincs értelmezve. Ekkor a minta mértani
kozepét kell venntink. Az alabbi levezetésnél vegyiik észre,
hogy a multiplikativ mennyiségek mindig pozitivak és
nincs mértékegységik, ezért logaritmusuk mindig értel-
mezhetd:

n

I_[x,- =exp

i=

1 e
—Zlnx,- = elni
n<
=1

A mértani kozép alkalmazandé a multiplikativ viszony-
szamokra is, fliggetleniil att6l, hogy a szamlalo vagy a
nevez{ szerint stulyozunk.
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Az atlag hasznalata félrevezetd, ha a vizsgalt mennyiség
szérasa nagy; sok kiugroé érték van a sokasagban. Ilyenkor
az atlag becslési bizonytalansaga megnd, a kiugr6 min-
tak a szummaba keriilve ,eltérithetik” az atlagot. Ezért
sokkal robosztusabb becslésnek szamit a medidn, amelyet
ugy szamitunk, hogy az elemeket sorba rendezziik, majd
a kozépso értéket (paros mintaszam esetén a kozépsé két
érték atlagat) vessziik. A median nem érzékeny a kiugré
értékekre, hiszen ha véletleniil lenne néhany ilyen min-
tank, azok Ggyis a sor elejére vagy végére fognak keriilni.

Még robosztusabb kozépérték a modusz, azaz a leggya-
koribb érték kivalasztasa, hiszen ezt a kiugré értékek egy-
altalan nem befolyasoljak. Azonban a m6dusz hasznalata
értelemszertien csak diszkrét valtozoknal johet szdba.

Vl.2. Diszperzitas

Ha az érdekel minket, hogy a mért adatok mennyire
térnek el a kozépértéktdl, jo lehetSség a tapasztalati szords
vizsgalata, amelyet ugyantgy szamitunk, mint egy valo-
szinliségi valtoz6 szorasat:

A szoérast varhato értékként, a tapasztalati szorast pedig
atlagként definidltuk, joggal feltételeznénk, hogy a valto-
z06 szoérasanak és tapasztalati szorasnak varhat6 értékei
megegyeznek. Ez igy is lenne, ha ismernénk a zardjelen
belul 1évé atlag valodi értékét. Azonban a valésagban
ezt is ugyanabbél a mintabol tudjuk becsiilni, marpedig
a minta atlaga az igazi atlaghoz képest el fog toldédni a
minta elemei felé. Ezért a szorast alulbecsiljuk. Hosz-
szadalmas szamitassokkal megmutathatd, hogy M(o?) =
(n—1)/n-D>(&). Ezért bevezetjiik a korrigdlt tapasztalati
szordst, amelynek varhat6 értékének négyzete megegyezik
a teljes populacio szérasnégyzetével:

2
Xl']

n
s
i=1
Korrigalt tapasztalati szorast akkor kell hasznalnunk,
ha a teljes populaciéra vonatkozé adatsor nem ismert,
hanem egy kisebb mintardl van ismeretiink.
A tapasztalati sz6rds alkalmazasa nem robosztus, ha
a mért valdszintiségi valtozo hajlamos a kiugroé értékek-
re. Ilyenkor (mivel a kiugro eltérés még négyzetre is van

2
1

n
X
20

Xj— —
j=1

1

N

i=1

n
1

5

i=1

1

n—1

“Sasszemtiek észrevehetik, hogy itt val6jaban a széras négyzetének
varhat6 értékét szamitottuk ki, igy ennek torzitasat tudjuk korri-
galni. Valdjaban a négyzetre emelés nem linearis, ezért szigoran
véve a korrigalt tapasztalati szoras tovabbra is torzit valamennyi-
re, azonban a torzitas mértékét lehetetlen a valészintiségi valtozo
eloszlasanak ismerete nélkill megmondani.



emelve), a kiugré érték jelentésen megnovelheti a sz6-
rast. Kiugré értékek esetén az dtlagos abszoliit eltérést sza-
mitjuk: [x; — p|, ahol u altalaban az atlag, de idénként a
median is lehet.

Erdekes jellemzé még a terjedelem, amely a legnagyobb
és legkisebb mintank kiilonbsége. Sajnos a minta terjedel-
me nem jé jellemzd&je a valdszintiségi valtozo eloszlasanak,
hiszen ha torténetesen nem valasztottuk bele a teljes so-
kasag legkisebb és legnagyobb értékét a mintaba (ami
azért, valljuk meg, elég valészinti), akkor a terjedelmet
alulbecsiiljiik; raadasul addig becstilt értéket el6rejelezni
is esélytelen, amig nem valasztottuk bele a teljes popula-
ciét a mintéba.

VI.3. Kvantilisek

Egy & valdszintiségi valtozo k-adik g-kvantilisének ne-
vezziik azt az x értéket, amelyre p({& <x}) <k/q > p({& <
< x}). Ezek szerint a median az elsé 2-kvantilis. Hasonlban
definialjuk a minta kvantilisét is.

A hallgat6k alomba ringatdsara messzemenden alkal-
mas definicidt pongyolan gy szemléltethetjik, hogy ha a
sokasagban talalhat6 adatainkat névekvé sorrendbe ren-
dezziik, akkor a k-adik g-kvantilis az a szam, amelynél
az elemek éppen k/q része kisebb, 1 — k/q része pedig
nagyobb. A 4-kvantilis neve kvartilis, a 10-kvantilisé de-
cilis, a 100-kvantilisé pedig percentilis. Ezek szerint a 75.
percentilis és a harmadik kvartilis ugyanaz a szam, amely-
hez képest az adatok éppen 75 %-a vagy haromnegyede
kisebb. A kvartilisek tehat a mintankat négy, egyenl6 min-
taszamu részre osztjak, tovabba a medidn a masodik kvar-
tilissel azonos (hiszen az felezi a mintankat).

A kvantilisek elhelyezkedése jol szemlélteti a minta
diszperzitasat is, hiszen pl. minél tavolabb vannak az els¢
és harmadik kvartilisek a mediantél, annal nagyobb a
minta eltérése a kozépértéktol.

Vl.4. Paraméterbecslés

Mérjunk tobbszor egymas utan ugyanazzal a modszer-
rel pl. egy tavolsagot 1ézeres tavmérével ! Miiszeriink a
mérési hibdk eredményeképp nem mindig ugyanazt az
eredményt jelzi ki, hanem a kiirt érték valamilyen (isme-
retlen) & valdszintiségi valtozo. Ha a mtiszer nem hord
félre (nincs szisztematikus hibdja), akkor & varhato értéke
éppen a mérni kivant hossz. Hogyan tudnank megbecsiil-
ni, hogy mi a legvaldszinfibb varhaté érték méréseink (azaz
& mintai) alapjan?

Ha tudjuk, hogy miiszeriink nem hajlamos kiugréan hi-
bas értékekre, akkor feltételezhetjiik, hogy & j6 kozelités-
sel normalis eloszlast. Ennek keresstik y varhat6 értékét.
A stirtiségfuggvény:

fx)
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VI. Leiré statisztika

Vegyiik az £ =TT; f(x;) szorzatot (ezt csunyan likelihood-
fiiggvénynek hivjuk)! Vilagos, hogy nem valészind, hogy
olyan x; mintéat fogunk ki, amelyre az f strlségfiiggvény
kicsi. Tehat annal valdsziniibb, hogy jo f sirliségfiigg-
vényt valasztottunk, minél nagyobbak az f(x;) értékek.
Tehat minél nagyobb £, annal jobban illeszkednek mérési
adataink a valasztott eloszlasra.

Ha £ maximalis, logaritmusa is maximalis. Ebbél:

n

1=1

(xi — )

~Lin(ene?) - L

2

InL =Y In[f(x)] =

A maximumbhelyen a derivalt zérus:

n n
2n 2
E - =-= +—E Xj=0
£ 0_,2’4 0_2‘
=1

1=1

iln,ﬁ =—
dp

—H)

(x;
0.2

Ezek szerint normalis eloszldsii valdszintiségi vdltozok
legvaldsziniibb vdrhato értéke a minta dtlaga.

Mi van akkor, ha miszer hajlamos kiugré mérési hiba-
kat eredményezni? Legyen a mérés eredménye LAPLACE-
eloszlasu! Ekkor:

x|

1

f(x):Ee

n

Z—ln(zb)—

1=1

|xi — 1|

InC=) In[f(x)]=

d - sign(x; — p)
—InL = A
du ; b

A fonti kifejezés csak akkor lehet nulla, ha x; — p el6-
jelei kiejtik egymast, azaz pontosan ugyanannyi x; érték
kisebb p-nél, mint amennyi nagyobb nala. Ez éppen a
median definicidja, azaz LaprLace-eloszldsii valdszintiségi
vdltozok legvaldszintibb virhato értéke a minta medidnja.
Ez megerdsiti azt a korabbi intuitiv megallapitasunkat,
miszerint kiugr6 értékek esetén a median alkalmazasa
szerencsésebb az atlagnal.

A likelihood-fliggvény maximalizalasan alapulé becsld
eljarasokat maximum likelihood mddszereknek nevezziik.
A normalis eloszlason alapulé maximum likelihood méd-
szert specialisan legkisebb négyzetek modszerének (hiszen
ekkor a ) (x; — p)* kifejezést minimalizaltuk), a LapLacE-
eloszlason alapulot legkisebb abszoliit eltérések modszeré-
nek nevezziik (hiszen ) |x; — p|-t minimalizaltuk).



Hetedik eldadas

Osztalyozas

VIl.1. Hisztogram

Egy minta eloszlasarol igen szemléletes képet kapha-
tunk, ha eléallitjuk a hisztogramjat. Ezt tgy készitjiik el,
hogy a vizszintes tengelyen feltiintetjiik a minta lehet-
séges értékeit, és fuggbleges iranyban egy-egy vonalat
hazunk, amelynek hossza attdl fiigg, hany mintank vette
fol ezt az értéket. Folytonos valészintiségi valtozo esetén
célszer(i a lehetséges értékeket véges darabszamu inter-
vallumra folosztani, és az oszlopok magassagat az adott
intervallumba es6 értékek darabszaméhoz igazitani. A
hisztogram alakja nagy mintaszam esetén jol kozelitheti
a stirtiségfuiggvény alakjat, igy a populacié eloszlasara is
tudunk kovetkeztetni.

A VIIL.1. abran példaul a vizszintes tengely a feketétdl
a fehérig kiilonboz6 intenzitast arnyalatokat jelol, és az
egyes oszlopok olyan magasak, ahdny adott intenzitasér-
tékl képpont talalhaté a IX.4. dbran.

VII.1. abra. A IX.4. dbrdn ldthatd 1égifelvétel hisztogramja

A fonti hisztogramon jol lathato, hogy vilagos képpont-
bol csak kevés van a képen, mig alacsony intenzitast (s6-
tét) képpont egyaltalan nincs rajta. A legtobb képpont
kozepesen vilagos, vagy attol csak kissé sotétebb. Az ilyen
képek kontrasztszegények, mintha egy sziirke kodos fa-
tyol lenne rajtuk. A legtobb légi- és tirfelvétel a levegé
rossz fényatereszt6 tulajdonsagai miatt hasonlé hisztogra-
mot mutat.

Ennek elharitasara alkalmazzuk a hisztogram-kiegyenli-
tést. Ilyenkor a kép kontrasztjat ugy noveljik meg, hogy
egy linearis fiiggvénnyel a legsotétebb képpontot feketére,
mig a legvilagosabbat fehérre képezziik le (altalaban ez
el6tt a kiugro értékeket le szoktuk vagni), a koztes kép-
pontok intenzitasat pedig széthuzzuk. Az igy el6allitott
kép kontrasztosabb lesz, igy szabad szemmel tisztabban
kivehetd az informacid, azonban a szinhelyesség elvész
(VIL.2. abra). A hisztogram-kiegyenlités nem ad hozzd iij
informdciot a képhez, ezért a gépi ldtds szempontjdabol ke-
vés haszna van, ez inkdbb az emberi szem szdmdra el6nyos
dtalakitds !
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VIL.2. abra. A IX.4. dbra hisztogram-kiegyenlités utdn

VIl.2. Egyvaltozés osztalyozas

Tanér Ur 50 hallgatéval iratott egy 34 pontos vetiilet-
tan ZH-t. Hol htzza meg az osztalyzatok ponthatarat?
Melyik hallgaté fog panaszkodni, hogy csak egy ponttal
maradt le a jobb osztalyzatrol? Egy tematikus térképen
szinezéssel szeretném abrazolni a telepiilések valamely
gazdasagi mutatdjat, de nem hasznalhatok annyi szint,
ahany telepiilésem van (a térképolvas6 szeme 7 kiilon-
boz6 szin f6lott ki szokott folyni). Hol htizzuk meg az
azonos szinekkel jelolt kategoriak értékhatarait? Melyik
telepiilés fog éppen atcstiszni abba a kategériaba, ahol a
dontéshozok mar nem adnak felzarkoéztatasi forrasokat?
A két probléma parhuzamai szembettinéek.

Visszatérve a zarthelyi példéjara, legegyszertibb mod-
szer, hogy egyenletesen, hét pontonként jeldljik ki a
ponthatarokat. Ez az egyenld intervallumok moédszere.
A VIIL.3. abran 1év6 hisztogramrol lathatd, hogy ezuttal
ez nem volt szerencsés valasztas, hiszen hat hallgat6 is
egy ponttal cstszott le a kdzepes osztalyzatrdl. fgy nem
kaptunk realis képet a hallgatok egymashoz képesti tel-
jesitményérdl. Képzelhetjiik, mekkora lesz a sor az iroda
el6tt a fogadoora idején! Ennek a mddszernek tehat elénye
az egyszerlisége és konny(i értelmezhetdsége, hatranya,
hogy nem alkalmazkodik a minta eloszlasahoz.

Tanéar Ur kévetkezd dtlete, hogy minden osztélyzatot
egyforman 10-10 hallgaténak fog kiosztani. Ekkor, mivel
a ponthatarok a sokasag 5-kvantiliseire esnek, az osztalyo-
zast az egyenld darabszamok vagy kvantilisek modszerének
nevezziik. Elénye, hogy ahol az adatpontok stirtisddnek,
ott finomabb osztalyozast fog eredményezni. Ugyanakkor
Tanar Ur irodaja el6tt ugyanaz a hat hallgaté fog folsora-
kozni pluszegypontvadéaszatra a harmasért. A médszer
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c) Természetes torések

VIL.3. abra. Tandr Ur prébdlkozdsai a ZH ponthatdrainak
megdllapitdsihoz

elénye tehat, hogy egyik csoport sem lesz alul- vagy feliil-
reprezentalt, tematikus térképeken a szinek egyensulyat
is biztositja. Ordinalis skalaju adatokra is alkalmazhato,
mert szamitdsdhoz csak sorba rendezést végziink. Hatra-
nya, hogy a hatarokat pont ott veszi fol, ahol a leginkabb
csoportosulnak a mintak.

Legizgalmasabb a természetes torések modszere, amely-
nek célja, hogy az egyes csoportokon beliil a szorast mi-
nimalizalja. Ezt a kovetkez§ iterativ modszerrel érjiik el:
Els6 1épésben a mintankat tetsz6leges modszerrel oszta-
lyozzuk, majd minden osztalynak kiszamitjuk az atlagat.
Ezt kovetSen az osztalyok hatarait gy modositjuk, hogy
minden elem az el6z6 1épésben kiszamolt atlagok koziil a
legkozelebbivel azonos osztalyba keriiljon. Ett6l azonban
az egyes csoportok atlaga megvaltozik, igy azokat Gjrasza-
mitjuk, majd ismét minden elemet a hozza legkozelebbi
atlag osztalyahoz rendeljiik és igy tovabb. Néhany 1épés
utan az eredmény $tabilizalddik, és minden elem a sajat
csoportjanak atlagahoz esik majd a legkozelebb.

A modszer nevéhez hiien jol megtalalja az adatsorunk-
ban 1év6 természetes toréseket, és a hatarokat oda helyezi.
Hatranyként emlithetjiik, hogy az osztalyok szamat el6re
kell megmondanunk; ha adatsorunkban csak négy termé-
szetes osztaly van, akkor a moédszer 6t osztalyt nem fog
tudni optimalisan kiosztani (bar valamit ekkor is kapunk
eredményil). Hatrany még, hogy az osztalyok terjedel-
me hektikusan valtozhat: fenti példankban csupan harom
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VII. Osztdlyozds

hallgatét buktatna meg a médszer, mikozben azért latszik,
hogy ez sem tiikrozi a valos teljesitményt. Igen érzékeny
a kiugro6 adatokra (azoknak hajlamos sajat, egyelemi osz-
talyokat képezni), és kozel egyenletes eloszlastt mintan
indtabilla valik, hiszen abban nincsenek természetes t6-
rések. Vitathatatlan elénye viszont, hogy j6l mutatja az
adatsorban talalhat6 trendeket.

Osszefoglalva tehat mindhdrom médszernek vannak
elényei és hatranyai. Tematikus kartografia céljara ugyan-
akkor egyik médszer sem alkalmas valtoztatas nélkiil. A
térkép jelmagyarazatidban nem éppen elegans a telepiilé-
sek 1élekszamanak kategdriahatarat 2873 f6nél kijel6lni,
mert a kvantilisek mddszere szerint pont oda esett; a
térkép olvasoéja kerek szamokban gondolkozik. Ezért a
Statisztikai program altal ajanlott kategorizala$t mindig
vizsgaljuk felul! A kategoériahatarok atallitasaval a tér-
kép altal kozolt tizenetet alapjaiban befolyasolhatjuk! Ne
ugy kategorizaljunk, hogy igaz legyen rdnk a szolds: a ha-
zugsdgok hdrom csoportba sorolhatok: egyszerii hazugsigok,
szemérmetlen hazugsdgok és Statisztikdk!

VIl.3. Tobbvaltozés osztalyozas

Eléfordul, hogy az osztalyokat egyszerre tobb muta-
t6 alapjan szeretném meghatarozni. Ilyen lehet példaul,
hogy egyszerre tobb demografiai és gazdasagi mutatd
alapjan szeretném megkeresni egy vidék jellemzd tele-
puléstipusait. A tavérzékelésben pedig egyszerre tobb
csatorna (lathatd, infravords §tb.) képe alapjan szeretném
elkiiloniteni a képpontokat (pl. erds, szanto, vizfeliilet).

A tobbvaltozos osztalyozas vagy klaszterezés igen bo-
nyolult feladat, tobb moédszert is kifejlesztettek. A legegy-
szerlibb az un. k-means klaszterezés, amely a természetes
torésekhez hasonld, iterativ eljarast hasznal: valamilyen
particionalast koveten minden osztalynak megkeresi az
atlagat (sulypontjat), majd minden pontot atsorol a hozza
legkozelebb esd sulyponthoz, amitél a stlypont elmozdul,
és az eljaras kezdddik elolrol.

Mig egy dimenzidban ez az eljaras hatékonyan talalja
meg a természetes torések helyét, tobb dimenziéban mar
vannak buktatoéi. Ilyen példaul, hogy az osztalyok hatarait
mindig a szakaszfelez§ merGlegesnél, tobb dimenziéban
pedig sikok mentén jeloli ki. Ha csoportjaink természe-
tes alakja nem ilyen, az eljaras eredménye szuboptimalis
lesz. A tObbi ismert eljaras szofisztikaltabb $tatisztikai
eszkozoket hasznal, melyek ismertetése tullépi a tantargy
kereteit.



Nyolcadik eléadas

Matematikai Statisztika

VIll.1. Statisztikai prébak

A matematikai $tatisztika célja, hogy bizonyos kozvet-
lentil nem bizonyithat6 0sszefuiggéseket Statisztikai min-
tavétel segitségével probaljon meg igazolni. Talan vala-
mennyi tudomanyag koziil ennek alkalmazasa koriil van
a legtobb félreértés. Ennek okai kozott lehet, hogy rané-
zésre nagy meggy6z4 ereje van, hiszen szigortan mate-
matikai eszk6zokon és szamokon alapul; mikozben az
apparatusa igen bonyolult, igy az eredményeket nehéz
kozérthet6en megfogalmazni. Tovabb ront a helyzeten,
hogy a leggyakrabban hasznalt, egyszerti moédszereket a
kutatok gyakran hanyagsagbol anélkiil alkalmazzak, hogy
meggy6z&dnének a modszerek alkalmazhatésagardl, kor-
latairdl (amelyek raadasul rendszerint amugy is nehezen
érthet8k). E miatt lehet, hogy ugyanabbdl az adatsorbdl
eltér6 modszerekkel latszélag ellentmondé eredmények
sziiletnek. Talan az ilyen félreértések sziilhették a hires
szolast: Csak annak a Statisztikdnak hiszek, amelyet magam
hamisitottam.

Idénként el6fordul, hogy az adatsorainkban lathaté ten-
dencidkrol nehéz eldonteni, hogy az eltéréseket a min-
tavétel bizonytalansaga okozta, vagy valodi eltérés van
mogotte. Tegytk fol, hogy kiilonb6z6 mérdalloméasokon
megmértiik Piripécson a talajvizszintet, és rendre 1,6;
1,75 2,4; 2,5; 2,7; 2,9 méter mélyen volt. Iszapszentgilisz-
tason tobb mérés§t végeztiink, az eredmények 1,8; 1,5; 1,7;
1,9;2,1;2,3;1,6; 1,9; 2,0; 2,4 méternek adddtak. Rané-
zésre gy tlinik, mintha Piripdcson atlagosan mélyebben
lenne a talajviz szintje. Valéban igy van-e, vagy csak a
mintavétel bizonytalansaga okozza az eltérést?

Az ilyen kérdések eldontésére statisztikai probdkat al-
kalmazunk. Ez egy tobblépéses folyamat:

1. Foltesziink egy nullhipotézist. Ez altalaban egy na-
gyon egyszer( allitas, amelyet bizonyitani vagy cafol-
ni szeretnénk Statisztikai adatainkkal.

. Ezutan megfogalmazzuk 4llitasunk ellenkezéjét, az
ellenhipotézist.

.Kiszamitunk egy prébastatisztikit, amelynek eloszla-
sa a nullhipotézis teljesiilése esetén ismert.

.Ha a préobaStatisztika valdszinttlen értéket vett £ol,
a nullhipotézi$t elvetjuk. Ezt az esetet szignifikdans
eltérésnek nevezziik.

Az egyik legegyszertibb §tatisztikai proba, amelyen a
modszert bemutatjuk, a kétmintds t-proba. Ennek nullhi-
potézise az, hogy a mintaink két olyan sokasagbol szar-
maznak, amelyek varhat6 értéke megegyezik. A kétmintas
t-probat kizardlag olyan intervallumskalaja vagy arany-
skalaju mintakra alkalmazhatjuk, amelyek normadlis el-
oszlasiiak, és kozel azonos szordstiak. Természetesen e két
tulajdonsag egyike sem bizonyithaté konnyen, ezért ha
korrektek akarnank lenni, ezt a két tulajdonsagot is $ta-
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tisztikai probakkal kellene igazolni. A valoésagban sajnos
ez sokszor elmarad, mint ahogy jelen jegyzetben is eltekin-
tink téle. E miatt ez egyuttal nem csak a legegyszertiibb,
hanem a leggyakrabban tévesen alkalmazott probak kozé
is tartozik.

A t-proba ellenhipotézise, hogy a két minta nem azo-
nos varhato értéki eloszlasbol szarmazik. Azaz fenti pél-
dankban a nullhipotézis az, hogy Iszapszentgilisztason és
Pirip6cson atlagosan azonos a talajvizszint, és a mérések
eltérése a mintavétel bizonytalansagabol adédik, mig az
ellenhipotézis szerint az 4tlagos talajvizszint eltéré.

A t probaStatisztika ez esetben:

nxny(nx + 1y, — 2)

Ny + 1y

\/(nx—1)sfc+(ny—1)s; .

Font x és p a két minta, n a minta darabszdma, s pedig
a korrigdlt tapasztalati szoras. A probastatisztika an. n, +
+ 1y — 2 szabadsagfokii t-eloszldst kovet. Ennek stirtiség- és
eloszlasfiiggvénye a matematika leginyencebb teriiletei-
hez tartozik. A hallgatdok lelki nyugalmanak megd&rzése
érdekében itt mos$t megelégsziink annyival, hogy ez egy-
részt (a mintaszam novekedésével egyre inkabb) kozel
all a §standard normalis eloszlashoz, masrészt pedig jo ba-
ratunk, az Excel tablazatkezel6 fuggvényei kozott tgyis
megtalaljuk.

Jelen példankban adatsorunkra a probastatisztika ¢t =
= 1,8665-nek addodik. Valdszintitlen ez az eredmény?

Az Excel szerint a 14 szabadsagfoku t-eloszlas 95 % va-
l6szintiséggel +2,1448 kozé esik. Ha t ezen a tartomanyon
kiviil esett volna, akkor a nullhipotézist elvetve mondhat-
nank, hogy 5 %-os szignifikanciaszint’ mellett a két falu
talajvizszintje szignifikansan eltér egymastol.

Na de kivancsisagunkra a tablazatkezel§ azt is elarul-
ja, hogy t 9o % valdszintiséggel +1,7613 kozé esik! Akkor
ezek szerint a Iszapszentgilisztason a talajvizszint 10 %-os
szignifikanciaszint mellett szignifikansan eltért! Nagy a
kisértés, hogy a szignifikanciaszintet direkt gy htizzuk
meg, hogy az altalunk el6zetesen elvart eredményt szol-
galtassa! Ne hamisitsunk magunknak $tatisztikdt, a nullhi-
potézis elutasitdsanak szignifikanciaszintjét mindig a mérés
eldtt jeloljiik ki!

“Itt ismét egy nehézségre szeretnénk folhivni a figyelmet: Nyilvan-
vald, hogy két kiilonb6z6 populaciénak sohasem lesz hajszdlponto-
san egyforma a varhaté értéke! Eppen ezért, ahogy né a mintaszam,
ugy a t-proba egyre inkabb hajlamos lesz a nullhipotézist elvetni,
és szignifikans eltérést jelezni; még akkor is, ha a varhaté értékek
eltérése szamunkra elenyészd.

A szignifikanciaszint azt mutatja, hogy mennyire valészind, hogy
a nullhipotézist feltételezve a kapott minta keletkezik. Sajnos
ebbdl semmit sem tudunk mondani arra a (minket sokkal inkabb
érdekld) kérdésre, hogy az adott minta alapjan mennyire valészind,
hogy a nullhipotézis igaz.



A t-prébanak szamos alternativaja 1étezik, melyek is-
mertetésére itt nincs lehet&ség. Ilyen példaul a Mann—
WHITNEY-proba, amely nem csak normalis eloszlast és
ordinalis skalaju adatokra is alkalmazhat6, a medianok
egyez8ségét vizsgalja. Sajnos bonyolultsaga miatt nem ter-
jedt el hasznalata. Azonban a nullhipotézissel és a szigni-
fikanciaszint értelmezésével kapcsolatos problémak erre
is igazak. Gyakran feltlinik még az Gn. xy>-prdba is, ame-
lyet a minta feltételezett eloszlasanak ellendrzésére vagy
két minta fiiggetlenségének igazolasara szokas hasznalni.

A Statisztikai prébakat a térképtudomanyban leggyak-
rabban a kisérleti kartogrdfia alkalmazza, ezek segitségével
keresstik a valaszt olyan kérdésekre, hogy az egyes abra-
zolasmodok hogyan befolyasoljak a térképolvasas haté-
konysagat.

VIll.2. Korrelacidé

Ha egy mintan tobb valtozoét is vizsgalunk, érdekes ku-
tatasi kérdés lehet az Osszefiiggések foltarasa, azok erds-
ségének mérése. A valtozok Osszefiiggését egy —1 és 1
kozotti szammal leiré mennyiséget korreldcionak hivjuk.
Fiiggetlen valtozok korrelacidja mindig o, de a o korrelaci-
6bol nem kovetkezik a fiiggetlenség. A pozitiv korrelacié
azt jeloli, hogy a két valtozd azonos iranyban valtozik,
negativ korrelacio esetén ha az egyik valtozé ng, a masik
varhatoan csokken. Elméletileg minél erésebb az Gssze-
fliggés, annal nagyobb a korrelaci6 abszolatértéke.

A legegyszertibb a PEarRsoN-féle korreldcio. A &, és &,
valoszintiségi valtozok p korrelacidja:

_ M[(‘El B M[‘;])(éz B M[‘S2])]
D(&,)D(&5)
Természetesen a fenti képletben az elméleti szorasok

és varhato értékek altalaban nem ismertek, ezért a minta
korrelaciojat igy definialjuk:

n

Y (i pm(vi-py)

i=1

1

r =
noyo,
Font o a korrigdlatlan tapasztalati szorast, y a szamta-

ni kozepet jeloli. Ez a becslés feltételezi, hogy a mintak

normalis eloszlast sokasagbdl szarmaznak. Mas eloszlasa
valtozok korrelacidjat a fenti képlet kis mintaszadm esetén
jellemzGéen alabecsli.
A Pearson-féle korrelacio legfontosabb tulajdonsagai:
— Kizarélag linedris kapcsolatok keresésére szolgal. Ha
a két valtozénk kozott nemlinéris fuiggvénykapcsolat
van, a korrelacidjuk ennek ellenére sem lesz 1.
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— Rendkiviil érzékeny a kiugré adatokra. Akar csak
egyetlen hibas mérési adat is teljesen eltéritheti az
értékét.

— Csak intervallum- és aranyskalaju adatokra alkal-
mazhaté. Multiplikativ mennyiségekre csak logarit-
musaik korrelacidja szamithato.

Egy masik, kissé bonyolultabb mérészam a SPEARMAN-

féle korrelacio:

— Barmilyen monoton novekvd vagy csokkend kapcso-
latot megtalal, azonban a nem monoton fluggvény-
kapcsolatokat nem jelzi.

— Kevéssé érzékeny a kiugrd mérési adatokra, igy bar-
milyen eloszlast mintara alkalmazhatjuk.

— Nem szamit kozvetlentl atlagot, igy ordinalis skalaja
valtozokat is bevonhatunk.

Szamitasa a kovetkezd: Az x; mintakat novekvé sorba
rendezzik. A minta R(x;) rangszdma legyen az a szam,
ahanyadik helyet foglalja a minta a sorban. Tobb egyfor-
ma minta esetén sorszamaikat atlagoljuk, és az lesz mind-
egyik minta rangszama. Hasonl6an szamitjuk az y; minta
rangszamat. A SPEARMAN-féle korrelacié ekkor megegye-
zik R(x;) és R(y;) PEarson-féle korrelacidjaval. Specia-
lisan, ha egyik valtozéban sem fordul el§ két egyforma
érték, akkor a kovetkezs, egyszertibb képlet is hasznalha-
to:

-R(y:i)
1)

Fenti két korrelaciés mérészamon kiviil természetesen
rengeteg masikat dolgoztak ki a Statisztikusok. Ezeknek
mind eltéré alkalmazasi lehet8ségeik vannak.

Az, hogy mekkora korrelaciét tekintiink elég erésnek,
szubjektiv kérdés. Mégis belevihetiink egy csipetnyi ob-
jektivitast, ha Statisztikai proba ala vetjuk. Ismert, hogy
ha a két valtozo fiiggetlen, normalis eloszlasu, akkor a ko-
vetkez§ probastatisztika 1 — 2 szabadsagfoku t-eloszlast
kovet:

6YIR(x)
n(n® -

T =

n—2
t=r

1-7>

A probastatisztikat az altalunk el6re meghatarozott szig-
nifikanciaszinthez tartoz6 kritikus értékkel (amelyet pl.
Excelben kiszamitunk) 0sszehasonlitva megtudhatjuk,
hogy a korrelacio jelez-e szignifikdans dsszefuggést.

Fontos, hogy a korrelaci6 csak 0sszefliggés kimutatasa-
ra alkalmas; attél még, hogy két valtozo 6sszefiigg, nem
kovetkezik, hogy kozottiik ok-okozati kapcsolat lenne.



Kilencedik el6adas

Figgvények spektruma

IX.1. FOURIER-SOr

Tekintstk az els6 fiiggvényt a IX.1. abran! Ez nem okoz
nekink nagy lelki torést, hiszen a jol ismert koszinusz-
fliggvényrdl van sz6. Vezessiik be ra alatta a kovetkezg,
egyszer(sitett abrazolast! A vizszintes tengelyen mérjuk
fol a koszinusz periddusanak reciprokat (frekvencia). In-
nen hizzunk egy olyan hosszu fliggéleges vonalat, mint
amekkora a koszinuszfiiggvény legnagyobb kitérése (amp-
litiido). Ezt az abrazolast a fuggvény spektrumanak nevez-
zik.

i

Y

IX.1. abra. Néhdny periodikus fiiggvény spektruma

A kozépsé fliggvény kicsit ravaszabb, hiszen ez valdja-
nuszhullam (az abran zo6ld) 0sszegzésével jott 1étre. Ennek
a spektruma értelemszertien harom vonalbdl fog 0ssze-
allni, a r6videbb peridédusu (nagyfrekvencias) hullamok
vonalai az dbran jobbra helyezkednek el. A fiiggvény képe
igen bonyolult, igy élink a gyantperrel, hogy barmilyen
periodikus figvény el6allithato szinusz- és koszinuszhulla-
mok Osszegeként. Ezt a fiiggvény Fourier-soranak nevez-
ziik. A T periédusu s fiiggvény folirhat6 tehat végtelen
sok szinusz- és koszinuszfiiggvény dsszegeként:

= 2mint . 2mnt
s(t)=ag + Zzan €os — +2b,sin
n=1
c+T c+T
1 2mint 1 2mnt
a, == | s(t)cos dt b,=—= | s(t)sin dt
=1 [ st =7 | swsin®]
[ c

Kimutathat6, hogy paros fliggvényeknek minden b,, a
paratlan fuggvényeknek pedig minden a4, egyiitthatdja
zérus. Az a, és b, egyutthatdkat kiszdmitva barmilyen
periodikus fiiggvény spektrumat is megrajzolhatjuk (hi-
szen az Osszegzett fiiggvények frekvencidja n/T), példaul
a harmadik dbrarészen lathatd, két konstans érték kozott
valtakozé un. négyszogfiiggvényét is. Vigyazzunk, hogy
ilyenkor végtelen sok szinuszhullamot 6sszegziink, az-
az valdjaban a spektrumban végtelen sok, egyre aprébb
vonal lathaté.

Legyen I1(t) = 1, ha |t| < 1/2, és I1(t) = o, ha [t| > 1/2!
Ekkor a T periédusi, A amplitadéja, © szélességli négy-
szogimpulzusokbdl all6 fiiggvény leirhaté igy:

kimAn(t—kT)

T
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A Fourier-egyiitthatok tehat:

T/2 T/2

t t A t
a, = 2 AH(—)COS 2 dt == cos 2T dt =
T T T
-T/2 -T/2
A sin TNt
T mn T

A spektrum vizsgalata szamunkra a képfeldolgozas so-
ran bizonyult hasznosnak. A legtobb fényképen a képhi-
babol ad6doé zajok jellemz&en kis kiterjedéstiek (gyakran
csak egy pixel), de nagy intenzitasuak (jelentSsen eltérd
szin). A IX.2. abran egyre keskenyebb, de egyre maga-
sabb négyszogfiiggvények spektrumait lathatjuk. Felt(ing,
hogy a képzajgyanus keskeny jelek spektruma (ahogy a
fonti képletben t/T csokken) szamos nagy amplitadéju
cids komponensek a spektrumban hirtelen, révid vdltozdst,
gyakran zajt jeleznek.

podon, 1nbon, 111
i 11

IX.2. abra. Jel szélességének hatdsa a spektrumra

T L d + - >

IX.2. FOURIER-transzformacio

Igen am, de a valésagban a fényképek a legritkabban
sem irhatok le periodikus fiiggvénnyel, és a zajok sem
mindig ismétlédnek. Vegyiink egy négyszogfiiggvényt, és
kezdjiik el a benne talalhatd jeleket egymastol tavolita-
ni! Azt tapasztaljuk, hogy a spektrum vonalai periédus
novelésével egyre stirtibben helyezkednek el (hiszen a
nagy periédust jelek kisfrekvenciasak). Hatarhelyzetben
a tranziens (nem periodikus) jel spektruma vonalasbol
folytonossa valik (IX.3. abra).

nonfnoonr 10 honoo
TT . TTTT
1 i (

Mmoo

IX.3. abra. Jel ritkitdsinak hatdsa a spektrumra
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A tranziens fliggvények spektruma tehat egy folytonos
fuggvény, mig a periodikusaké vonalas. A nem periodi-
kus fuggvények spektrumat szamité eljaras neve FOURIER-
transzformdcio:

[o¢]

Fis(t)) =S(f) = Js(t)e_i”ftdt

Ne ijedjiink meg az elsére (s6t harmadikra is) rémes-
nek latsz6 képlettsl! Ha tudjuk, hogy e = cos 8 —isin 9,
akkor kideriil, hogy paros fliggvények esetén (ahol csak
koszinuszos tagok vannak a Fourier-sorban) az eredmény
valds szam lesz. Példaul a négyszogimpulzus spektruma
(ahol sincx = sin(mx)/Tx a szinusz kardindlisz fliggvény):

rlan(p) = [an(i)era
= A_I cos(2mft)dt = A%@fﬁ[) = Artsinc(tf)

Ha valamelyik fuggvénynek a spektrumat ismerjuk,
abbdl eldallithat6 az eredeti fliggvény is inverz FOURIER-
transzformdcioval:

(o9

FUS()) =s(t) = fs<f>ei”‘ffdf

Figyeljink, hogy az S fuggvény valtozéja mar nem a ¢
id6 vagy tavolsag, hanem az f frekvencia! A gyakorlatban
a Fourier-transzformaciot szamitasigényessége miatt az
FFT (fast Fourier transform) eljarassal szoktuk kozelite-
ni. Fourier-transzformacié csak azokra a fliiggvényekre
végezhet{ el, amelyek abszolutértékének fliiggvény alatti
tertilete véges (J:O|s(t)| dt konvergens legyen).

IX.3. Képszlirések

Az el6bb megismert kellemetlen matematikat most gya-
korlatba ultetjiik. A IX.4. abran lathato légifelvétel igazi
allatorvosi 16. Van rajta él (a hid szélei), nagyfrekvencias
jelek (sz6l6, erdd) és nagy kiterjedésii sima feliilet (folyd).

Ha csak a nagy kiterjedésii targyakat, tendenciakat vizs-
galnank, akkor példaul kiszamithatjuk a kép spektrumat.
A spektrumot beszorozzuk egy olyan fiiggvénnyel, amely
az alacsony frekvenciakon 1 (azaz valtozatlanul hagyja),
magas frekvencian o (azaz eltlinteti). A fiiggvényt dtvite-
li fiiggvénynek, az igy megvaldsitott szlirést aluldteresztd
vagy feliilvdgé sziirének hivjuk. A kép szirt spektrumabdl
inverz Fourier-transzformacidval visszaallithato a szirt
kép (IX.5. abra). Bar a kép homalyos lett, a nagy tendenci-
ak vilagosan latszanak, a finom mintazat kevésbé zavar
bizonyos képfeldolgozé eljarasokat.

Ennek az ellentéte a alulvdgé vagy feliildteresztd szfir6,
amelynek atviteli fuggvénye épp a kiiszobfrekvencia alatt
nulla, a f6lott egy (azaz csak a nagyfrekvencias jeleket
engedi at). Az ilyen képek (IX.5. abra) élek és finom min-
tazatok kiemelésére (lasd a sz6l6 és az erdd igen eltérd
mintazatat) alkalmasak.

! Ugyanezt a technoldgiat hasznaljuk a hangszin szabalyozasahoz,

amikor is a magas és mély felhangokat a mintaban egymastol
elkiilonitjik, és azokat kiilon erdsitjiik-gyengitjuk.
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IX. Fiiggvények spektruma

IX.6. abra. Az alulvdgo sziir6 mutatja a finom mintdzatokat
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Konvoliiciés sz(irék

X.1. Konvollcid

Az f és g fuggvények konvoliicidja:

- [ foste- e

A hallgatok elrettentésére kivaléan alkalmas képlet
szemléletes magyarazata a X.1. abran lathato. A g fiigg-
vény képét végigtoljuk a vizszintes tengely mentén és
végig képezziik at f g szorzatot. A szorzat grafikon alatti
teriilete lesz a konvolici6 eredménye az adott helyen.

f

\

f*8
g

/

/

X.1. abra. Konvoliicié

A konvolicié szamos unalmas tulajdonsaggal rendelke-
zik: kommutativ (f * g = g* f), asszociativ ((f *g)+h = f *
*(g=h)), disztributiv ((f + g)*h = f *h+ g+h). Szamunkra
a legérdekesebb viszont a konvoliicio tétele:

FAg(t)h(t)}y = Fig(t)} = F{h(t)}
FHGHH()} = FHG( = FHH(f)}

A fols6 egyenlet azt allitja, hogy két fiiggvény szorza-
tanak a spektruma megegyezik a kétfiiggvény spektrumai—

c s

Fig
FH

spektrumdnak szorzatat inverz FOURIER-transzformdlva a
két spektrum inverz FOURIER-transzformdltjanak konvolii-
ciéjat kapom. Utébbi rendkiviil hasznos szamunkra: mig
eddig a képeink spektrumat csak ugy tudtuk manipulal-
ni, hogy Fourier-transzformaltuk a képet, a spektrumot
megszoroztuk az atviteli figgvénnyel, majd visszatransz-
formaltuk a képet. Ezek szerint ezt sokkal egyszertibben
megoldhatjuk: elegendd a képet az atviteli fliggvény in-
verz Fourier-transzformaltjaval konvolvalni. Ennek sza-
mitasigénye joval csekélyebb.

A képfeldolgozas soran azonban a jelet csak adott pixe-
lekben ismerjiik. Ennek konvolaciéja gy torténik, hogy
az atviteli figgvény inverz Fourier-transzformaltjat leké-
pezziik egy Un. kernelmdtrixba. A kernelt végigmozgatjuk
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a kép folott, és a kernelben taldlhatd szamokat paron-
ként 6sszeszorozzuk a képen talalhato értékekkel, végiil
Osszegzunk (X.2. abra).

0110 (=1)-7+(=1)- 4+

—1|5 |-1| +5-10+(-1) -7+

ol-1lo0| +(-1)-12=20

) ~N
11)113]3]9|6|11|4

611719713124 N
10| 8 |15/15|2 |7 |13|15 20|
5(/1]2|2|4(10|7 |15

712|061 12|15

51216|214|2 107

X.2. abra. Diszkrét konvoliicié

X.2. Simité sz(irdk

A nagyfrekvencias jeleket a legelegansabban egy fe-
lulvagd szirével tiuntethetjik el. Az atviteli fuggvény a
frekvenciatartomanyban legyen 1 (azaz engedjen at min-
den jelet), ha |f] < f, kiiszobfrekvencia, egyébként értéke
legyen o (azaz tompitson el minden jelet). Ez tehat egy
négyszogfiiggvény. Szeretnénk megkapni azt a kernelt,
amellyel konvolvalva a képet az f;-nal nagyobb frekven-
cidkat eltuntetjuk. Ehhez a négyszogfliggvény inverz Fou-
RIER-transzformaltjara lesz sziikségiink (X.3. abra):

()= J n{JpJerar -

e .
= jcos(znft)df = % = 2fg sinc(2 frt)
—fr
oM
N

X.3. abra. Aluldteresztd sziird dtviteli fiiggvénye és kernelje

A feltlvago kernel tehat a szinusz kardindlisz fiiggvény
lesz. Mivel a kép kétdimenzibs, ha a két iranyban azonos
mértékben szeretnénk a frekvenciat vagni, a kerneltinket
4f sinc(2 fy Ax)sinc(2 fy Ay) értékekkel kell foltolteniink,
ahol Ax és Ay a kernel kozéppontjatdl vett koordinata-
eltérés. fgy késziilt a IX.5. dbra is. A mddszer probléméja,
hogy (amint az az abran is latszik), a szinusz kardina-
lisz hullamai csak lassan csillapodnak, nem kozelithetSk
nullaval, igy pontos sziiréshez igen hossza kernelre van
sziikségiink.



A probléma megkeriilésére talaltak ki a Gauss-szfirdt.
Ennek atviteli fliggvénye (a mar jol ismert haranggorbe)
nem hirtelen vagja le a nagy frekvenciakat, hanem az egy-
re nagyobb frekvencidja jeleket egyre jobban tompitja.
Ennek inverz Fourier-transzformaltja szintén haranggor-
be (X.4. abra):

f_l{e

of

f2
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X.4. abra. Gauss-sziird dtviteli fiiggvénye és kernelje

A haranggorbe elénye, hogy gyorsan belesimul a nulla-
ba, igy a kernel kozéppontjatdl tavol es6 elemek elhagy-
hatok, a kernel kis méretti lesz. A Gauss-sztirt képek tu-

lajdonsagai nagyon hasonlitanak a feliilvago sztir6vel ké-
szitettekhez (X.5. abra).

X.5. abra. Gauss-sziirt kép

Joval egyszerlibb az Un. box-sziiré vagy dtlagsziird,
amelynek kerneljében minden szam egyforma, azaz gya-
korlatilag a pixelek mozgoatlagat szamitja A simitas mér-
téke kizaroélag a kernel méretétdl fligg. Ez valéjaban egy
négyszogfluggvénnyel torténd konvolicio, azaz az atviteli
fuggvény egy szinusz kardinalisz (lasd IX.3. abra jobb als6
sarka). Errél aztan mindent elmondhatunk, csak ezt nem,
hogy egy adott frekvencia folott mindent levagna. Ezért
lathatunk példaul a X.6. 4bran szemkifolyaté mintazatot
a haztet6k kozott.

X.3. Elkiemel8 szlirék

Az eddigi sztir6k mind simitottdk a képet. Most pro-
baljuk meg kiemelni az éleket! Tudjuk, hogy az éleket a
felulateresztd szlir6k 6rzik meg. Legyen H egy felulvagd
sziir$ atviteli fuggvénye, és h = F "'{H} az 6 kernelje! Ha
az eredeti g képbdl kivonjuk annak kisfrekvencias ossze-
tev8it, g—g=+h csak nagyfrekvencias jeleket tartalmaz, azaz
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X. Konwvoliiciés sziirok

X.6. abra. Box-sziirt kép

alulvagtuk. Legyen 6 egy olyan kernel, amelynek minden
eleme o, kivéve a kozépsé6t, amely 1. Vilagos, hogy g0 =
= g, azaz nem valtoztatja meg a képet. Ebbdl az alulvagott
kép g+0—g+h =g+ (6—h). Azaz bdarmilyen aluldtereszto
szlird kerneljébdl megkaphatjuk a neki megfeleld feliildtresztd
kernelt, ha minden elemét ellentetjére valtunk, majd a kozépso
elemhez egyet hozzdadunk.

A IX.6. abran latjuk, hogy az alulvagoé sztirék jellemzé-
en kontrasztszegény képet eredményeznek, ezért kozvetle-
nil nem hasznaljuk. Helyette az alulvagott kép k-szorosat
hozzaadjuk az eredeti képhez: g+k-g*(0—h)=g=*[(k+
+1)6 — kh]. A gyakorlatban k ~ 5, ez hatirozza meg az
élesités mértékeét.

A X.7. abra készitéséhez a Gauss-sztir6 kerneljét meg-
szoroztuk minusz 6ttel, majd a ko6zéps6 értékhez hatot
hozzdadtunk. Ezzel konvolvalva a képet, az eredeti kép-
hez képe$t joval kontrasztosabb eredménytink lett. A leg-
latvanyosabb kiemelés a sz&l6ben lathatd. Azonban az
ilyen élkiemel§ sztir6k hatranya, hogy az eredeti szineket
erésen torzitjak. Erdemes példaul megfigyelni a folyéban
a fak arnyékai koriil a vékony, vilagos konttrt, amely az
eredeti képen nem volt ott, vagy hogy az egyszini hazte-
t6k szinatmenetessé valtoztak.

X.7. abra. Elesitett kép



Tizenegyedik eléadas

Eldetektalas

Xl.1. Elmegdrzd szlirék

A korabban megismert simit6 szir6k mind elkenték
az éleket. Igaz, Gauss-szlrd ezt a tobbihez képest kisebb
mértékben teszi, hiszen az dtenged valamennyit a nagy-
frekvencias jelekbdl. De mit tehetek, ha szeretném meg-
6rizni a nagyobb éleket, de kdzben szeretném kisziirni a
képzajt? Erre a problémara talaltak ki a medidnsziirét. Ez
ugy miikodik, hogy a kernel ala esé pixelek medianjat irja
a kernel kozepébe.

A modszer elénye, hogy ahol él van, az értékek egy
iranyba novekednek, igy a median éppen a kernel kozepe
ala esik, a képen nem valtoztatunk. A hirtelen kiugré ér-
ték (zaj) viszont mindig szélséérték lesz, sohasem fogja a
medianszird kivalasztani (XI.1. abra). A sz{ir$ erdsségét
a kernel méretével tudom szabalyozni. A sziir6 hatra-
nya, hogy konvolucids kernellel nem irhato le, igy sem
a spektrumra gyakorolt hatasa nem ismert, sem nem al-
kalmazhatdk a konvolicional megismert tulajdonsagok
(pl. a sztir6k sorrendjének megvaltoztatasa igy mas képet
eredményez, kernelje nem vonhaté 6ssze mas sztirkével).

XI.1. abra. Medidnsziirt kép

Xl.2. Elkeresd szlirdk

Képen él ott talalhatd, nagy a differencialhanyados ér-
téke. Mivel tobb dimenziéban vagyunk, valéjaban a gra-
diensre van sziikségiink. Azonban a gradiens egy vektor,

* A mediansz(iré a rangsztirék specialis esete, mas rangsztir6knél
lehet6ség van pl. mindig a harmadik legnagyobb pixel értékét
bemasolni.
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annak egyszerre csak egyik koordinatdjat tudom a rasz-
terbe beirni. Az els6 koordinata az y, a masodik az x ten-
gellyel parhuzamos éleket fogja kiemelni (pl. a XI.2. 4b-
ran a vizszintes éleket latjuk). Lehet8ség van azonban a
gradiens abszolutértékét is beirni a raszterbe, ez viszont
nem lehetséges egy lépésben: kiilon-kiilon kernellel kell
szamolnunk a gradiens két koordinatajat, majd végul P1-
TAGORAsZ-tétellel szamithatjuk a vektor hosszat.

XI.2. abra. A gradiensvektor fiiggtleges komponense

Az é] ott talalhato, ahol a gradiens értéke a legnagyobb,
azonban ezt a helyet nem trivialis megtalalni. Azonban
tudjuk, hogy a széls6értékekben a derivalt nulla és pont
itt valt elgjelet (XI.3. abra). Szamitsuk ki a gradiens meg-
valtozasat! Egy R" — R fiiggvényen LapLacE-operdtornak
nevezzik azt a skalart eredményezé miveletet, amely a
gradiens koordinatainak megfelel6 iranyu parcialis deri-
valtjait 6sszegzi. Jele: V? f. Két dimenzi6 esetén a LApLACE-
operator jelentése tehat 9°>f/dx* + 0> f/dy>. A LapLAcE-
operator iranyuktél fiiggetleniil egyforma mértékben ta-
lalja meg az éleket (XI.4. abra).

— A

b) Az elsé derivdlt

A
\

c) A mdsodik derivdlt

a) Az eredeti kép

XI.3. abra. Jel tulajdonsdgai az élnél

Az abrakon lathatd, hogy a derivalason alapulé élke-
resés rendkiviil zajérzékeny. Ezért képiinkon az élkere-
sés el6tt szinte mindig érdemes valamilyen simitdsztirést

alkalmazni. Két lehet&ségiink van, a mediansziird és a
Gauss-sziird. EI6bbi elénye, hogy a fontosabb éleket nem



XI.4. abra. LapLACE-sziirt kép

keni szét, igy azok konnyebben észreveheték. A Gauss-

szUrd hasznalatanak viszont az az elénye, hogy a deriva-
lassal egy lépésben is elvégezhet$, mert:

d . dg
a(f*g)— ar

E szerint a képet nem is kell derivalnom, hanem elegen-
dé a Gauss-sziird kerneljét derivalni, amelynek szamitas-
igénye elenyészé. E szerint a Gauss-szlrt kép gradiensét
szamito kernel képlete:

Voo A e—B(X2+;V2)‘ JA e B(x*+7%)
&= dx ’ dy
= (—2AB e B0 )y, _5AB e_B(x2+3’2)y)

A gradiensvektor koordinatait Gjbdl derivalva, majd a
derivaltakat Osszegezve:

Vg = —4ABe B**¥°)(1 — Bx*> — By?)

A Gauss- és LarLace-szlir6ket kombinalé kernelt LoG
(Laplacian of Gaussian) szlirének nevezziik. A LoG-sz{rt
képeken az eredeti élek a fehér és fekete vonalak kozott
futnak (XIL.5. abra).

Hasonlod elven miikodik a Canny-féle éldetektor. Elsé
lépésben Gauss-sziirével elsimitjuk a zajt, majd kiszamit-
juk ennek gradiensét (tulajdonképpen a vektor hosszat).
Mivel a Gauss-sziiré az éleket elkeni, ezért a gradiensszii-
r6 eredményén az élek igen szélesek lesznek (XI.6. abra).
Az éldetektor Ggy vékonyitja el a vonalakat, hogy a helyi
maximumokat tekinti az él helyének.

XI.3. Gyakori sz(ir6k kerneljei

A gyakorlatban, ha nincs nagy pontossagi igényiink, a
szlir6k kerneljeit egyszerti kernelekkel kozelitjiik. Az in-
terneten szamos gyakori sz{ir6hoz talalhatunk olyan 3x3;
5 X 5 és 7 x 7 méretl elregyartott kerneleket, amelyek
egyszerl egész szamokkal vagy tortekkel kozelitik az el-
méletben szamitott kernelt. Néhany ilyen kernelt latunk

a XL.7. abran.

XI. Eldetektdlds

XI.5. abra. LoG-szfirt kép

XI.6. abra. Gauss-sziirt kép gradiensének abszolutértéke

Altalanossagban elmondhaté, hogy a simité és élesits
szlir6k kerneljeiben az elemek 6sszege egy. A simit6 szii-
r6k kerneljeiben negativ szam nem, vagy csak a kernel
kozepétdl tavol fordul eld; az élkiemelSkében a kernel ko-
zepéhez kozel negativ szamok vannak, azonban a kernel
kozepe itt is pozitiv. A derivalason alapulé és az alulvago
szlr6k kerneljeiben az 6sszeg nulla. Az ilyen kernelekkel
torténd konvolucié gyakran ad negativ szamot eredmé-
nyul, ezért az eredményhez konstans értéket szoktunk

hozzaadni. Ez okozza az ilyen képek sziirkés hattérszinét.

111 1 01 1

9 9 9 6 8 18 o1 0 o -1 o
111 11 1

9 9 9 8 4 8 141 -1 5 -1
111 101 1 _

9 9 9 6 8 16 O 1 O o 1 O
a) Box b) Gauss c) LapLACE d) Elkiemels

XI.7. abra. Néhdny gyakori sztirg egyszeriisitett kernelje
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Digitalis mintavételezés

Xll.1. A DiIrac-delta

Tekintsiink egy olyan valdszintiségi valtozot, amelynek
varhat6 értéke és szorasa is nulla! Ez a valtoz6 tehat 1
valészintiséggel fog nullat folvenni. Ennek a stirtiségfiigg-
vényét Dirac-6-nak nevezzik:

(o9
—00

|

Valdjaban ilyen fliggvény nem is létezik, azonban hatar-
értékkeént eléallithatjuk: vegyiink egy egységnyi teriletti
négyszogimpulzust az origéban, majd az impulzus hosz-
szat (a tertlet valtozatlanul tartasa mellett) csokkentsuk
minden hataron tal! A Dirac-6 haszna, hogy ki tudja
valasztani barmilyen jelbél annak t, idépontban folvett
értékét, azaz mintat tudunk venni a jelbél.

I

o hax=zo

s

es

o(x) = o(x)dx =1

o hax=o

o(t—t,)f(t)dt

Mellesleg a Dirac-6 spektruma konstans, azaz minden
frekvenciat egyforman tartalmaz:
(o]
—00

I

E mellett még érdekes tulajdonsag, hogy a 6-val torténd
konvolicio a fiiggvényeket eltolja:

I

Xll.2. Mintavételi tétel

F5()) = | 8(t)cosemft)dt = | 6(t)-1dt =1

o(t—ty)xs(t)= | o(t—ty)s(t—t)dT =s(t—t,)

A digitalis mintavételezés soran egyeld tavolsagonként,
periodikusan vesziink mintat, azaz egy T periédust Di-
RAC-0 sorozattal szorozzuk a jelet (XII.1. dbra):

(o]

Z 5(t—kT)

k=-co

L7 (t)

“Ez az oka annak, hogy a hirtelen nagy intenzitast impulzusok,
mint példaul a villamlas valamennyi frekvencian egyforman za-
varjak a radidadast.
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HIT(t) S(t

+*TTJ

T

U7 (t)
T, et

XIIL.1. abra. Analdg jel (s) digitalizdldsa d-sorozattal (ILIT)

Mivel periodikus fliggvényrdl van szo, ezért a DiIrRac-0
sorozat spektruma vonalas:

1

_[Ul/T(f)

Fllp(t) = 7

Vizsgaljuk meg a mintavételezett adatsorunk spektru-
mat! (Alabb kihasznaljuk a konvolucid tételét, miszerint
a szorzat spektruma a spektrumok konvolucidja.)

1

=L (f )= Fis(t)}

FLr(ts(t) = =

A XII.2. abran lathato, hogy a digitalizalt jel spektruma
konvolicidt szenved egy d-sorozattal (ami egy periodikus
eltolas), igy bizonyos nagyfrekvencias jelek eltolédva ala-
csonyfrekvencias jellé valtak. Vilagos, hogy csak akkor
nem torténik ilyen jelenség, ha jeliink spektrumanak felsé
hatarfrekvenciaja kisebb, mint az fyy = 1/2T Nyquisr-frek-
vencia. Ebbol kovetkezik, hogy a mintavétel T tdvolsdgdt
1igy kell megvdlasztani, hogy az fy NyQuist-frekvencidandl
nagyobb frekvencidjii, azaz 2 T-nél rovidebb periodusii jelek
ne forduljanak el6! Ez a mintavételi tétel.

XII.2. abra. Eredeti analdg és mintavételezett jel spektruma

Gyakorlati példat a XII.3. abran latunk, ahol a sz616ul-
tetvény nagyfrekvencias mintazata a b) jeld, alacsony

T Az ember a 20 kHz-nél magasabb hangokat nem hallja, igy a hang-
felvételekrdl batran elhagyhatok. Ezek szerint (a hang feliilva-
g0 szlirését kovetéen) masodpercenként 40 ooo mintavételre lesz
szikségilink. A biztonsag kedvéért a gyakorlatban kis rahagyassal
dolgozunk: a CD-ken 44 100, a kazettakon és DVD-ken 48 ooo
mintat tarolunk masodpercenként. A szamitastechnika mindkét
szabvanyt atorokolte, a kozottiik torténd konverzid 6rok fejfajas a
hanggal foglalkozoknak.



a) A sz6l6iiltetvény

¢) Feliilvagd sziirével simitva

XII. Digitalis mintavételezés

d) Igy mdr bétran csokkenthetjiik a felbontdst

XIL3. abra. A mintavételi tétel kivetkezménye

felbontastu (alulmintavételezett) képen Gn. moiré-jelen-
séget, azaz nem kivant alacsonyfrekvenciji mintazatot
mutat. Megoldas lehet a mintavétel el6tt feliilvago sziir6t
alkalmazni, hogy a nem kivanatos nagyfrekvencias jelet
eltiintessiik vagy a mintavétel tavolsagat ugy csokkenteni,
hogy a nagyfrekvencias jelek még atvihet6k legyenek.

A megfeleld felbontas kivalasztasa tehat gondolkodast
igényel. Ha sziikségiink van részletes adatokra, akkor min-
denképp nagy felbontasban kell dolgoznunk, a felbontast
ugy megvalasztva, hogy a legkisebb, még abrazolni kivant
terepelem legalabb 2 x 2 pixelt fedjen le. Ha generalizalni
kivanunk, akkor viszont sziikséges képtinkon, dombor-
zatmodelliinkon egy simité szlirést végrehajtani, hogy a

! Moiré-jelenséget a térképészetben leggyakrabban nem képfeldol-
gozasnal, hanem nyomdai feldolgozéasnal tapasztalunk. Itt az okoz-
za a nem kivant mintazat megjelenését, hogy a vilagos szineket
nem vilagosabb festékkel, hanem finom vonal- vagy pontmintaval
allitjuk el6, amely egybeolvad a papir fehér szinével. Azonban ha
tobb szin egymasra nyomaséaval keverjiik ki a szint; a kiillonbo-
z6 szinli nyomoélemezeken talalhat6 hasonld, de nem tokéletesen
egyforma mintazat egymassal vizualis kolcsonhatasba 1ép. A jelen-
séget a nyomolemezeken taldlhaté mintazat elforgatasaval el6zik
meg. A moiré francia sz6 jelentése selyem.

részleteket elmossuk. Ez utan viszont atmintavételezhet-
juk a képet kisebb felbontésra, hiszen a til stirtin minta-
vételezett adat csak foloslegesen foglalja a tarolét; a c) és
d) képek kozott szabad szemmel nem latunk kiilonbséget.
A térinformatikai szoftverekben a felbontas megvaltoz-
tatasa soran a felulvago sziirés (azaz a sinc-szal torténd
konvolucid) LANczos-kernel néven talalhato meg.

XIl.3. Zarszoé

A félév soran harom matematikai teriilet, a geometria,
a Statisztika és a jelfeldolgozas térképészetben hasznos
alkalmazasait tekintettiik at. Az itt ismertetett modszerek
kézi végigszamolasa ma mar nem sziikséges, hiszen ezek
beépiiltek a legtobb térinformatikai programba. Azonban
a vetiiletek, kategorizalasi modszerek és képsziirési elja-
rasok alkalmazasa soran tisztaban kell lenniink a , fekete
doboz” belsejében zajl6 szamitasokkal, kiilonben a figyel-
metlen hasznalat nem kivant hibakhoz vezethet. Az egyes
eljarasok korlatait ismerve bolcsebben valaszthatjuk meg
az adatainknak leginkabb megfelel6 modszert a rengeteg
meniipont koziil.



A. fuggelék

Szébeli vizsga tételsora

Egy kis segitség kovetkezik a tételek kidolgozasahoz (mi merre talalhat6). Ha ugyanaz a fejezet tobb tételnél is
atfedSen szerepel, akkor a k6z6s anyagra altalaban mas megvilagitasbol van sziikség.

Els6 anyagrész

Masodik anyagrész

bl SOl S el e

10.
11.
12.

Trigonometrikus fiiggvények és legfontosabb tulaj-
donsagaik (I.1;1.2; 1.4)

Haromszogek ismeretlen oldalainak és szogeinek sza-
mitasa (I.2;1.3)

Miveletek vektorokkal és matrixokkal (II.2; I1.3)
Koordinata-rendszerek fajtai (IL.1; II.4)

Vektorialis szorzat, determinans (III.1)

Linearis egyenletrendszerek megoldasa (II1.2)
Trigonometria a foldmérésben (IV.1)

Lejt6 paramétereinek szamitésa (IV.2; IV.3)
Valdszintiségi valtozok és mérési skalaik (V.1; V.3)

Az eloszlas fogalma, példak (V.2; V.4)
Kozépértékek, kvantilisek (VI.1; VIL.3)
Szo6ras, maximum likelihood (VI.2; VI.4)

Hisztogram (VIIL.1)
Adatok csoportositasa (VIL.2; VIIL.3)

Statisztikai probak (VIIL.1)

Korrelaci6 (VIIL.2)

Flggvények spektruma (IX.1; IX.2)
Fourier-transzformacié alkalmazasa (IX.2; IX.3)
Simitésziirék miikodése, fajtai (X.2)

Képek élesitésének modszerei (X.3)

A konvolicié és a Dirac-6 fogalma, tulajdonsagai
(X.1; XII.1)

A mediansziir$ tulajdonsagai (XI.1)

Gradiens- és LarLace-sziirék (X1.2)

Mintavételi tétel (XIL.2)

A jegyzet szemet gyonyorkodtets szedését a BTEX 2¢ programnak koszonhetjiik.
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