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Kivonat

A szamitogépes kartografia elterjedésével sokkal konnyebbé valt térképiink vetiiletének tetszés
szerinti meghatarozasa, a mi alaptérképének masik vetilletbe transzformalasa, igy a
geokartografidban el6térbe keriilt a vetiiletvalasztas témakore. Konnyen megoldhatova valt a
térképi abrazolas szempontjabol optimalis vetiiletek hasznalata. A kovetkezékben bemutatom,
hogy a valdodi hengervetiiletek népes csaladjabol hogyan lehet matematikai modszerekkel az
abrazolas céljanak legmegfelelébb (lehets legkisebb torzulast) vetiiletet kivalasztani kis mé-
retaranyu foldrész- vagy vilagtérképek szamara.

1. A valédi hengervetiletekrol

Valodi hengervetiiletnek nevezziik azt a merdleges fokhalozati képpel rendelkezd vetiile-
tet, amelyben a parallelkorok parhuzamos egyenesekre képzddnek le; a meridianok képei pe-
dig a parallelk6rok képeire merdleges, parhuzamos egyenesek, melyek a hosszasagkiilonb-
séggel aranyosan helyezkednek el (Hazay, 1964; Gyorffy, 2012). Altalaban elvarjuk, hogy a
parallelkorok az Egyenlitére szimmetrikusan helyezkedjenek el.

Leginkabb idézonatérképen célszerli alkalmazni ilyen vetiiletet, mert ebben dbrazolva az
1d6zonak kozel fliggbleges savokra képzddnek le. Tovabbi elénye a vetiiletcsaladnak, hogy
téglalap konturba képzi le a foldfelszint, igy a jellemzden téglalap alaku térképtiikrot teljesen
ki lehet vele tolteni. Manapsag a nyomtatott vilagtérképeket inkabb kedvez6bb torzulasokkal
rendelkezo képzetes vetiiletekben szokas megjeleniteni.

A webkartografiaban azonban a vetiiletcsaldd reneszanszat éli. Mivel a 180°-os meridian
egyenesre képzddik le, a raszteres térkép egyszerli ismétlésével a térkép tovabb folytathato.
fgy az abrazolas folytonossiga nem szakad meg. Ezt a tulajdonsagot szamos raszteres térké-
pet szolgaltatd térképszerver kihasznalja, és az adatokat valamely valodi (jellemzden
Mercator vagy négyzetes) hengervetiiletben szolgaltatja.

Szintén érdemes valodi hengervetiileteket alkalmazni az Egyenlitére szimmetrikus teriile-
tek regionalis térképezéséhez, kiilonosen akkor, ha az abrazolni kivant tertilet észak—déli ki-
terjedése joval kisebb mint a keletnyugati. (Példa a Csendes-6ceani szigetvilag.) Transzver-
zalis vagy ferdetengelyli elhelyezésben a vetiiletcsaldd barmely gombi fokér mentén elhe-
lyezkedé teriiletre jO valasztas lehet (Kozismert példa az EOV).

A térképrajzold mar az okori gérogok idején kitlizte célul, hogy az dbrazoland¢ teriiletet a
lehet6 leginkabb alakhtien mutassa be (Klinghammer, 2015). Ennek megfeleléen a vetiilettani
kutatas célja a mai napig a térképen talalhaté torzulasok csokkentése. A valodi hengervetiile-
tek esetében is a paramétereket megfeleléen kell megvalasztanunk, hogy az abrazolds szem-
pontjabdl a lehetd legkevésbé legyenek zavardak a torzuldsok.

A valodi hengervetiiletek kozott egyarant taldlunk szogtartd és teriilettartd leképezéseket.
Mind a szdgtart6, mind a teriilettarté hengervetiiletnek valaszthatunk egy torzulasmentes pa-
rallelkort. Hol érdemes ezt felvenni?

Erdekes modon az a tapasztalat, hogy tobb kiilonboz6 tulajdonsaggal rendelkezé valodi
hengervetiiletet (szogtarto, teriilettartdé vagy meridianban hossztartd) ugyanazon teriiletre al-
kalmazva a torzulasmentes parallelkor optimalis helye megegyezik (Francula, 1971). Szami-
tasaim egyik célja bebizonyitani, hogy a tapasztalatoknak megfeleléen a legjobb valodi hen-
gervetiiletek normalparallelkorének optimalis elhelyezése valoban csak az abrdzolando tertilet
fiiggvénye, fliggetlen a vetiilet mas tulajdonséagaitdl.

Ha az abrazolt téma sem szogtartast, sem teriilettartast kovetel meg, érdemes valamely al-
talanos torzulasu vetiiletet valasztanunk. Milyen vetiiletet érdemes azonban akkor valasztani,



ha szabdlyozni szeretnénk a térképen fellépd teriilet- és szogtorzulasok aranyat? Példaul eld-
fordulhat, hogy azt szeretnénk, a vetiiletiink kozel teriilettartdo legyen, de ebbdl hajlandoak
vagyunk valamennyit feladni, hogy a szogtorzulast kissé csokkentsiik. Igy tehat irdsom masik
célja olyan optimalis hengervetiilet 1étrehozasa, melyben meghatarozhatd a szog- és teriilet-
torzulas ,,nemkivanatossaga”.

2. A valodi hengervetuletek torzultsaga

A kis méretarany miatt a gomb ¢és az ellipszoid kozotti kiilonbséget elhanyagolhatjuk, hi-
szen a nyomdai pontossagnal kisebb tavolsagokat a generalizalas soran ugysem vessziik fi-
gyelembe. Legyen ¢ a gombi szélesség, ¢, a hossztartd parallelkor szélessége, AL az alkalma-
zott kdzépmeridiantol vett hosszusagkiilonbség. Az X és y koordinatdkat a geodéziai gyakor-
lattol eltéréen a matematikaban szokasos médon vessziik fel. Minden képletben a szogek ra-
didnban, a koordinatdk egységsugarti gdmbre vonatkozodan és egységnyi méretaranyban ér-
tendéek! igy a gomb alapfeliiletii valodi hengervetiiletek altalanos alakban felirhatéak a ko-
vetkezdképpen:

X = CO0S ¢n AL 1)

y =Y(p) (2)

ahol y(p) tetszéleges szigortian monoton novekvd, kétszer differencialhatd, paratlan fligg-
vény. A fokhaldzat menti torzulasok (h a parallelkor, k a meridian menti):

h =cos ¢, / cos ¢ 3)

k=dy/dg 4)

Egy vetiilet lokalis torzultsaganak nevezziik azt a mérdszamot, amely a térkép egy adott
pontjdban a torzuldsmentes allapottol vett eltérést jellemzi. A torzuldsi modulusoktol eltéréen
a torzulasmentes pontokban a vetiilet torzultsaga zérus. Ezt valamilyen &%(a, b) mérészammal
szokas jellemezni, ahol a és b a vetiileti féiranyok mentén follépé maximalis és minimalis
hossztorzulasok, egyben az un. torzulasi ellipszis féltengelyei. Az elsé ilyen szamot Airy
(1861) készitette, késébb tobb térképész tovabb finomitott rajta. gy szamtalan ¢(a, b) fiigg-
vény koziil valaszthatunk a térképi torzuldsok mindsitéséhez. Merdleges fokhalozatu vetiile-
tekben a fokhalozati vonalak vetiileti féiranyok, ezért az a és b maximalis ill. minimalis
hossztorzulasok megegyeznek a fokhalozat menti torzulasokkal, igy ebben az esetben a tor-
zultsag £(h, k) alakban is folirhato.

Bajeva (1987) kimutatta, hogy a Kavrajszkij-tipusu mérészamok a legalkalmasabbak arra,

hogy sulyozzuk a teriilet- és szogtorzultsag (azaz a teriilet- ill. szogtartastol vett eltérés) mér-
tékét. Ezek rendre (Kavrajszkij, 1934):

&2 1= In*(kh) = In*(dy / dg - cos @, / cos @) (5)

& := In*(k / h) = In*(dy / dg - cos ¢ / cos ¢y) (6)

A felvetett problémanak megfelelden a legjobb valddi hengervetiiletet tigy szeretném meg-
hatarozni, hogy tudjuk szabalyozni a szogek és teriiletek torzultsdganak aranyat. A teriilettor-
zultsag sulya legyen ennek megfeleléen 0 <p <1, és a szogtorzultsagé 1 —p.

dy dy
2= pin? 200 g gy 2 2% )
CoS @

Arra is tobb lehetdségiink van, hogy a lokalis torzultsagi mérdszamunkat az egész térképre
vonatkoztassuk. Az un. minimax-elv esetén a térkép teriiletén fellépd legnagyobb & torzult-
sadggal jellemezziik a vetiiletet. Ennek alkalmazasa esetén azt a vetiiletet tekintjiik legjobbnak,
ahol a torzultsdgok szélsdértéke a legkisebb. Mig a topokartografidban gyakran alkalmazzuk
ezt a modszert, a geokartografiaban mar kevésbé szerencsés ezt hasznalni, hiszen néhany
amugy kedvez0 tulajdonsagu vetiilet torzultsaga a poélusokban végtelen.

Capek (2001) a minimax-elv gondolatmenetével elére meghatarozza a maximalis toleral-
hato torzultsag mértékét, majd megvizsgalja, hogy a vetiilet az abrazolando6 teriilet hany sza-
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zalékaban teljesiti el6zetes elvarasainkat. Ennek hatranya, hogy a még toleralhatd torzultsag
mértékét ,testre kell szabni” az adott terliletre és torzultsagi mérdszamra, hogy megfeleld
eredményt kapjunk.

Kézenfekvo megoldas a torzultsagok atlagat (integralkdzepét) megjeldlni, mint a globalis
torzultsag. (Ez volt Airy (1861) médszere is.) gy azt a vetiiletet tekintjiik a legjobbnak, ahol
az

E?:=1/u(T) 7 2dT (8)
integral minimalis. (u(T) a T feliilet felszine.) Mivel ez a variaciészamitas egyik alapfeladata-
ra vezet, ezt a modszert varidcios elvnek nevezziik. Jelen munka ezt hasznalja a legjobb vetii-
let megkeresésére. Az improprius €s végtelenbe divergald integralok elkeriilése érdekében a
feliileti integralt nem szokas a polus kornyéki teriiletekre szamolni. A teljes Fold abrazolasa
esetén jellemzo valasztas, hogy a 85°-nal magasabb szélességeket nem vessziik figyelembe.

Valddi hengervetiileteket az Egyenlitére szimmetrikus gombovon célszert alkalmazni Le-
gyen a gdmbov északi hatarold szélessége pn. Ekkor a feliileti integral a gombdvre a (7) kép-
lette]l megadott mérészdmmal szamolva:

o cosg, L cosp ¥
E? = _1 I [plnzﬂﬂl— p)InzﬂJcowpd(p (9)
2sing,, _ CoS @ Cos ¢,

PH

Megjegyzendd, hogy a tovabbiakban ¢y nem az abrazolando teriilet hatarat, hanem csak az
optimalisan abrazolni kivant teriilet hatarat jeloli. Ennélfogva lehetséges, hogy az elkészitett
térképen abrazolunk magasabb szélességeket is, de az optimalis torzuldsokat kisebb teriileten
kivanjuk tartani.

3. A legjobb valédi hengervetiilet egyenlete

E? minimalizalsat variacioszamitassal lehet megoldani. A (9) egyenlet integrandusat egy
fy’, ¢) figgvénnyel jelolom, ahol y’=dy/dp. Ekkor f6lirhatdé az Euler—Lagrange-
differencialegyenlet (Késa, 1970), mely szerint E? csak akkor lehet minimalis, ha

Mivel f nem fligg y-tol, csak annak derivaltjatol, igy az els6 tag nulla. Ebbdl kovetkezik,
hogy a masodik tag is nulla. Az a differencialhanyados azonban csak akkor lehet nulla, ha
of I oy’ = const. (11)
Egy masik sziikséges feltétel a transzverzalitas (Kosa, 1970), melynek jelen esetben egy
egyszeriibb alakjat is fol lehet irni. E szerint E? csak olyan f integrandus esetén lehet minima-
lis, melyre

a0 (12)
8y (ﬂ:(DH
A két feltétel egyiitt csak akkor teljesiilhet, ha
ofloy’=0 (13)
A derivalast elvégezve:
dy dy
COSop, - COSp——
zcdow(plnﬂm— p)In q)df/’Jzo (14)
y
o CoS ¢ cos ¢,

Egyszertsitve:

dy :[ cos @ sz_l (15)



Maris vildgosan latszik a vetiilet néhdny tulajdonsaga: ¢, nemcsak hossztartd, de torzulas-
mentes parallelkor is, hiszen a meridian menti hossztorzulés, azaz y derivaltja itt 1. A kifeje-
zést derivalva és dy / dp? el8jelét vizsgalva megallapithatd, hogy ha (2p — 1) negativ, akkor a
parallelk6rok az Egyenlit6tol tavolodva ritkulnak. Ebben az esetben a polusban a meridian
menti hossztorzulas végtelen. Ha (2p — 1) pozitiv, akkor viszont a parallelkérok a pdlusok
iranyaba strtisédnek.

A (15) differencialegyenlet megoldasa (felhasznalva, hogy y(0) = 0) :

pdep (16)

1-2p 1-2p

@
y=cos"* ¢, j cos
0

Sajnos az integral csak specidlis p-k esetén fejezhetd ki analitikusan. Konnyen belathat6,
hogy p = 0 esetén Mercator vetiiletét kapjuk, de nem az Egyenlité, hanem valamely mas pa-
rallelkor lesz hossztartd. p =1 esetben az eredmény egy teriilettartd valédi hengervetiilet.
p=1/2 valasztasa esetén a meridianban hossztartd vetiiletet kapjuk meg. (Gyaorffy, 1990)
Mas p-kre numerikus integralassal tudjuk a legjobb vetiiletet kdzeliteni.

Fontos azonban megjegyezni, hogy 0 <p<1/2 esetén a polusvonal y koordinataja
improprius integrallal kaphaté meg. Ez ugyan kifejthetd analitikusan, de a gamma fiiggvény
sziikséges annak kiszamitasahoz, igy numerikus kozelitése célszertibb. Ebben az esetben ér-
demes megfontolni, hogy a pdélusok kdrnyékét ne is abrazoljuk, ugyanis ahogy p-t csokkent-
juk, a pélusvonal rohamosan tavolodik az Egyenlit6tol. A vetiilet képe a teriilettorzulasi (lila)
¢s maximalis szogmegvaltozasi (zold) izovonalakkal ¢y = 85° valasztasa mellett az 1. abran
lathato.

4. A normalparallelkor elhelyezkedése

Ismeretlen még a g, normalparallelkdr. Tudjuk, hogy E? csak akkor lehet minimalis, ha
OE? 1 9pn =0 (17)
A (15) egyenletbdl y '(p)-t a (9) egyenletbe helyettesitve majd az integraljel ala derivalva

~2tgg, j cospln % g - 0 (18)
o cos ¢

Az egyenletnek ¢, = 0 is gydke, de ez épp E? maximumhelyét adja. A levezetést mellézve
az egyenlet masik gydke, amely EZ minimumhelye:

Incospn=Incospu—1+Intg(n/4+ @ul2)/sin ey (19)

Ennek értelmében sikeriilt belatni, hogy ¢n optimalis értéke valoban kizarolag ¢y fliggvé-
nye, p-t6l fiiggetlen. (Grafarend—Niermann, 1984) Az (1), (16) és (19) egyenletek mar egyér-
telmtien megadjak a legjobb vetiiletet. A 2. abran megfigyelhetd, hogy a vetiilet megjelenése
hogyan valtozik az optimadlis torzuldsu gombov fliggvényeben. (A lila és z6ld izovonalak itt is
rendre a teriilettorzulast és a maximalis szogmegvaltozast jelolik.)

Erdekesség, hogy teljes Fold dbrazolasa esetén az optimalis normalparallelkor a sokat kri-
tizalt Gall-Peters és a Hobo—Dyer vetiiletek valasztasahoz all kozel.

Ap=0¢ésp=1 (szogtartd vagy teriilettartd) valasztaskor kapott vetiiletet gy = 85° (tehat
teljes Fold abrazolasa) esetén nagykdzonség szamdra ebben a formaban nem ajanlom. Ha
igény van a teljes foldfelszin teriilettartd leképzésére, célszerli az optimalis torzulasokat csak
a siiriibben lakott teriiletekre koncentralni. igy példaul p = 1, gy = 60° valasztasaval megkoze-
litdleg Behrmann vetiiletét kapjuk. Javaslatom oka, hogy ha egy vetiilet a térképtiikor optikai
kdzéppontjaban nagy torzuldsokkal rendelkezik, akkor az az egész térkép esztétikajat elrontja,
hidba kedvezObb az egész teriiletet tekintve.
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1. abra. Legjobb valddi hengervetiiletek p fiiggvényében (pn = 85°)
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(b) p = 0,25 (pdlusok kornyeke levagva)
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2. abra. Legjobb valodi hengervetiiletek gy fliggvényében (p = 0,75)
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(C) g = 60°

(d) pn = 85°



